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非均匀网格泊松方程高阶紧致离散及加速方法
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摘 要 本文将非均勻 网格直接离散的 高阶紧致格式从二维推广到三维
，
结合附加修正多重网格方法提高了传统迭代方法

的收敛效率 ， 并且验证了该格式在不同边界条件的数值表现 。 结果表明 ： 该方法可以有效的求解 方程中的压力泊松方程
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引 言

不可压缩 方程求解 中常常需要求解压力 泊 同时网格变换时还有可能产生数值误差 。 因此 ， 本

松方程 过去二十年中 ， 出现了 大量求解压力泊松 文将文献 中的非均 匀 网格上直接构造 的二维高

方程的方法 ⑵
。 特别是在湍流的直接模拟和大涡模 阶紧致格式推广到三维 ， 并采用 了基于附加修正的

拟中需要求解高阶离散精度的压力泊松方程
，
近年 循环多重网格算法加速迭代收敛 。

来提 出 的高阶紧致格式 （ 该格式可以在任意坐标方向上的 非均匀网 格上

结合多重网格方法受到人们关注 。 例如 ， 采 实施 ， 依赖于网格的间距
， 计算精度至少三阶或四

用 及 循环的多重网格算法求解了二维压力 阶 。 并且可处理第
一

类边界 、 齐次边界以 及周期性

方程
，
对 比五点二阶中心差分 ， 计算结果表 明 ，

无 边界多种边界条件 ， 可应用于 方程的求解过程

论在数值精度还是在计算效率上都有 了非常大的提 中 。
基于附近修正的 多重网格方法 ， 系数 自然生成 ，

高 很多文献研究了均勻网格下的 格式实施 ， 不需要特别的构造限定及延拓算子 ， 因而实施简单 ，

然而考虑精度及节省资源 ， 通常需要在梯度大的区 并且经计算验证可加快高阶紧致格式的离散方程的

域布置较密的 网格 ， 平缓的区域布置较粗的网格 非 收敛速度 。

均匀网格下的 格式的实施有两种方法 ：

一

种是
、

将物理平面的 非均匀 网格映射到计算平面的均勻 网 高阶紧致格式

格 ， 方程离散与求解均在计算平面进行 ； 另
一种方 一

法是直接在辆输物鮮社 高隨式料
力—

解 。 前一种方法中计算平面的方程会比物理平面的

方程复杂 ， 甚至可能出现交叉导数 ， 增加了计算量 ，

⑴
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其中 ， 源项
⑷

及求解变量 工
， 假设是求解 区域上变

、
办

量 ， 仏 的光滑可导函数 。

将求解区域 ，

“ 分为 “ 工
，

，
■

以
，

工 可 以 非
、

等距排列
。 求解 区域 、 ， 类似 可剖

— —

丄 丄

分为
丄 谷

■ ■ ‘

！

—

。 方 向 向 刖 差分步 ：

—

叫 ）

长 定义为 向 后差分步长 ： 叫
，

而 而一 类似地
’ 方 向 定义 ： ±

一 方向

定 义 ： 见 一

阶 、
二阶中心差分算子分别 定义为 ：

图

；

一

，
，

—

》 ， 、

小

弓 丨 入式 （
的符号 ， 式 ⑶ 可写为 ：

图 非均匀 网格紧致格式图案
工

！

—

以 工 方向 为例来说明 离散方法 。 假设 ， 仏 ：

在求解 区域 内 光滑可导
， 在两 点 （

—

仏 、

，
分别进行泰勒展开 ：

由 式 ⑷ 、 式 ⑴ ， 式 可写为 ：

工

瓦 应
—

￡ 广 為
乙

畦 化 ⑵
紀 紀

“川
应

—

’
“

‘ 严⑷ ⑶ 方向可以 得到类似的表达式 。

，

利 用式
（

， 方程 ⑴ 在点 （ ， 幻 可近似为 ：

两式 相减
（

式减去 （ 式可得 ：

丁
，

—

— 工 ）

，

其 中截断误差 ， ，

定乂如下 ：

、
—

— — —

、 ， 、
—
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方向 和 方向类似 。 于是 ， 由式 （ 可得显式表达

的十九点高阶紧致格式 ， 可写为式 （ 的形式 ：

一

， ，

上

其中邻点 系数 主对角元系数 及源项
若

， ’
， 则式 （ 名义离散精度为二阶 （ 当 网格 的计算式见 附录

非均匀 时低于 阶 。 奶 、 灼 和 灼 为高阶截断误差 ，

‘
°

并且 ：
多重 网格加速方法

‘ 多重网 格方法求解代数方程时 ， 由 于各种频率分

！
量的误差可以 得到 比较均匀的衰减 ， 因而它是促进代

一

， 数方程收敛速度的
一

种有效方法 本文中 方向

在细 网格上直接求解 ， 、 方向 采用 附加修正的 多

重 网格加速技术
，
采用 循环算法 ， 光顺次数通过

，

— 丄
残差余量收敛率决定 丨

。

’

图 为 相邻两个层次的 多重网 格 ， 求解变量位

±
于单元的 中心 。 粗网格节点 （ ， 周 围四个细网格

胸 ’

节点 （ 、 ， 、

—

、

形成
一

个块

采用原方程 （ 消 除 ， 中三阶 、
四阶导数

， 》

忽略四 阶以 上的 项 ，
得到了 非均勻 网格上高阶紧致

格式 ：

° °

。 °

图 粗网格 （ ， 所在的块由 四个细 网格

—

⑶ ⑶ ⑶ 、
（
⑶跦 —

… 圳 组成

丑 对
—

’ 幻 一

、 （⑶ ’
狄

、 ⑶’ 、

从 的 表达 式可 以 看 出 ， 格 式
（

的 局 粗细 网 格上 的 变量 分 别 用 上 标 、 表

部 离散精度取决于 网格间距 当 网格 间距均匀 时 示 。 记为当前迭代的解 ， 细网格上迭代求解

办 二

巧 ， 讲 耵 ，
办 二

力 格式 丨
：

丨
精度 为四阶 ； 当

余量记为 由 方程 （ 可得 ：

网格非均匀 时 ， 格式
（

的精度至少为三阶 。

’

为方便起见
，
将

一

阶中心差分 、
二阶 中心差分

算子记为 ：

—

位于 同
一个块的 四个细 网 格节点 共用 同

一个 修正

《坫

■

—

其 中 ，

“ “

，

—

，

、

，
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修正的原则是同
一

个块 内 的四个细 网格上的余量之 解为 ：
； 当边界条

和为零 ，
件为齐次边界或周期性边界

、 源项为 ：
，

：

： 该方程的精确 解

为 ： ：

二 冗
⑵

。 网格划分
块

…

七为 ：

° 方 向类似 。 参数 入
工 、 用 于 调节 网格节点 空

间分布的均 匀 程度 ，
彡 彡

，
时 网

于是即可得到粗网格上的修正方程 ：

格节点均勻分布 ，
绝对值越大 ，

边界处节点分布

越密 集
，

如 图 示例 。 假定三个方向 网 格节点 数
一

致 ： 几 几 则最大残差 定义

丁也去■ 山 口 丨

丨 日 —
：

为 ： 数值计算结果 的
不难看出 ， 该方法不需要特别 的构造限定及延

一

拓算子
， 文献 给出 了七点 中心差分格式的 结果 。

实 际精度 ，
又 称收敛阶 （ 可定义

本文给出 前面提出 的十九点紧致格式的粗 网格的离 为 丨
：

〒：迄
。 图 比 较 了 多重 网

額次腿艇代方翻鮮微腿麵代方法

，

的计算迭代次数 ， 达到 同样 的残差
， 方法需要

迭代次数 次 ， 而采用本文的方法只用

了 仅 次迭代次数
， 可以看 出基于附加修正

； 口卜 ’
“ 、砂

的多 重网格方法可以 大大加快传统迭代方法的 收敛

碎 速率 。

： ：
：

：
：

： ： ： ：： ： ： ： ： ； ： ：

’砂 臣
誦

：

變圓国
—

图 网格数 ，

： 时的
一

个平面网格分布示意图

丛 止 二

不可压缩流动 中 ，
压力 泊 松 方程通常 碰到三

种边界条件 ： 第
一

类边界 （ 、 齐次边界

盜 … 与周期性边界 。 为 了 验证非均勾 网 格
—多重网 格
一

下的 紧致格式以 及在不 同 的边界条件下的性能 ， 考

虑三维泊松方程 ：

，

迭代 次数

田 々 田 佑 石 丄 、

图 网格数 ， 边界 条件为第
一

类时迭代次数
当 边界条件为第 类边界 、 源巧、 为 ：

，

—

— 时 ， 该方程的精确
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表 第
一类边界条件时最大残差 、 收敛阶比较

雨格救
均勾网格 （ 非均勻 网格

、

最大残差 （
五 ） 收敛阶 （ 最大残差 （均 收敛阶 （

—

—

表 第二类边界及周期性边界条件时最大残差
、
收敛阶比较

均勻网格
（

非均勻网格 （

、

最大残差 （均 收敛阶 （
从

） 最大残差 （幻 收敛阶 （

—

第一类边界条件时计算结果见表 。 由 表 可 敛效率 。

得 ， 均匀 网格上紧致格式可达四阶精度 ， 非均勻 网

格 （
时精度 （ 略低于四阶 。

当 陶文辁 ■ 数值传热学 第―版 西安 ： 西安交通大学出版

时 ，
边界条件分别采用齐次边

°

麗咖

界及周期性边界得出 了类似的数值结果 ，
见表 。 由 ，

表 同样得到 ， 紧致格式具有至少三阶或四阶的空

苗齒斯緒

本文采用具有分析解的算例验证了三维泊松方

程在非均勻网格上十九点紧致格式的 收敛精度及附
⑷

加修正多重网格方法的收敛效率 ， 并且验证 了该格

式在不同边界条件的 收敛阶表现
， 得出 以下结论 ：

三维坐标下非均勾网格的 十九点 紧致格式在
，
一 。

均匀 网格上离散精度为四 阶 ， 非均勻网格离散精度

至 少三阶 ， 可以适应第
一

类边界 、 第二类边界及周

期性边界多种边界条件
、 丄 …

附加修正的多重网格方法可以应用到该紧致
。

格式上
， 并且能很大程度的 提高传统迭代方法的 收 。

，

：
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附录
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尺

—
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—

—
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—
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— — —
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丨

图 三维十九点离散图案


