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ABSTRACT: Meshless method is a recently-developed new 
numerical approach. Many different meshless methods have 
been constructed based on different approximation function 
methods and different discretized schemes of partial differential 
equations (PDEs). In this paper, its basic principle was 
introduced and the construction methods for the approximation 
function and the discretization of the partial differential 
equations were presented. The characteristics of weight 
function and the shape function were analyzed in detail taking 
the moving least-squares (MLS) method as an example. Results 
show that radial basis function (RBF) and point interpolation 
methods possess Kronecker Delta function property (δ  
function), but the robustness is poor in some cases; the MLS 
approximation function does not possess Kronecker Delta 
function property, but it has good robustness. Differences 
among the three discretization schemes of meshless method are 
as follows： the collocation method requires no numerical 
integration and very little computational time while its 
robustness is poor;  Galerkin method is not a truly meshless 
method due to the background meshes required for integration; 
the Petrov-Galerkin method is a truly meshless method and 
need numerical integration in each sub-domain, so it needs 
more computational time. 

KEY WORDS: meshless method; approximation function; 
weight function; moving least-squares (MLS); shape function; 
discretization scheme 

摘要：无网格方法是近年发展起来的一种新的数值计算方

法，根据近似函数构建方法和微分方程离散方法的不同，

可以构建出许多不同的无网格方法。该文简述了无网格方

法的理论基础；介绍近似函数的构建方法和微分方程的离

散方法，并以移动 小二乘近似方法为例，分析了权函数

和形函数的特征。分析结果显示：径向基函数和点插值法 
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均具有δ 函数属性，但计算稳定性差；移动 小二乘近似函

数不具有δ 函数属性，但计算比较稳定；无网格方法中的 3
种离散方法不同之处在于：配点法不需要积分，计算量小，

计算稳定性差；Galerkin 方法需要借助背景网格进行积分，

它不是真正的无网格方法；Petrov-Galerkin 方法，是一种真

正的无网格方法，它需要对每个子域进行积分，计算工作量

较大。 

关键词：无网格方法；近似函数；权函数；移动 小二乘；

形函数；离散方法 

0  引言 

过去几十年中，在计算力学与计算传热学领域

中常用的数值计算方法主要是有限差分法、有限元

法、有限体积法、边界元法等。上述几种数值计算

方法在工程计算中得到了广泛地应用，并成功发展

了一批商业软件，如 FLUENT、STAR-CD、ANSYS、
CFX、FIDAP 等，但是研究者一直没有停止对新数

值方法的研究，因为现有的数值计算方法在某些工

程问题中存在网格的束缚，使得计算遇到很大的困

难，这些问题包括：1）工业材料冲压成型过程中

的局部大变形；2）动态裂纹扩展；3）高速撞击；

4）材料的相变；5）冲击破坏；6）流固耦合；7）
材料破坏与失效；8）大爆炸过程，等。 

在计算上述问题时，基于网格的方法在计算过

程中出现网格畸变，严重地影响解的精度，降低计

算效率甚至导致计算失效，这时需要重新划分网

格。网格划分对于简单的问题不存在困难，但是对

于比较复杂的区域尤其是三维问题，网格的重新划

分是十分困难的工作。鉴于基于网格的数值方法在

处理上述问题时的缺陷，近十几年来，国内外许多

学者都对无网格方法进行了大量的研究，如 
Belytschko T，Liu W K，Atluri S N，刘桂荣(Liu G 
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R)，张雄，刘更等[1-10]。与基于网格的方法不同，

无网格方法只需要节点的信息，不需要节点与节点

之间的相互联系的信息，这样很容易在复杂计算区

域内布置节点；无网格方法数值求解的基本思想

是：在每个节点上构建待求物理量近似值的插值函

数；并用加权残量法和该近似函数对微分方程进行

离散，形成与待求物理量相关的各节点近似值的离

散方程(一般称为系统刚度方程)，并求解之。然而

无网格法也存在一些固有缺陷。例如，一般计算量

大，效率低；它在解除网格束缚的同时，也引入了

一些不确定参数，目前没有理论方法来确定插值域

的大小及背景积分域的大小。 
近几年来国在无网格方法的研究方面进展迅

速，已经有专著或者专门的综述文章发表[9-12]，但是

都没有针对传热与流动问题系统地介绍无网格方

法，本文系统简述了无网格方法的理论基础；介绍

了近似函数的构建方法和微分方程的离散方法，并

以移动 小二乘近似方法为例，分析了权函数和形

函数的特征。关于无网格发展过程参见文献[13-44]。 

1  近似函数的构建 

1.1  近似函数的统一表示方法 
目前比较常用的近似函数的构建方法有核函

数近似方法、再生核近似方法、移动 小二乘近似

方法、单位分解(partition of unity，PU)近似方法、

径向基函数近似方法、点插值近似方法等。各种近

似函数的构建方法虽然构造原理不同，但都仅仅使

用离散节点几何位置的信息，节点间不需要指定明

显的连接关系。其中核函数近似方法、再生核近似

方法、移动 小二乘近似方法和径向基函数近似方

法在构造近似方案时都使用了具有紧支集特性的

节点权函数(核函数、窗口函数)，权函数不等于零

的区域被称为权函数紧支集或节点支持域。 
在无网格法中，近似函数可以统一表示为 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

u uΦ
=

= ∑x x             (1) 

式中：uh(x)为无网格方法所要求取的物理问题的近

似解，又称为试探函数(trial function)；uI(I=1,…,N)
为虚拟的节点值(fictitious node value)，N 为支持域

中所包含的节点数；ΦI(x)称为形函数。每种无网格

方法都要构建如式(1)所示的近似函数，其关键在于

获得形函数，获得形函数后，利用离散方法建立起

关于 uI的代数方程，求解该代数方程后，利用式(1)
就得到不同节点的被求解物理量的近似值。可以认

为在无网格方法中正是由于引入了如式(1)所示的

近似函数表达式，以另一种形式构建了相邻节点间

的联系，才使得它可以不需要常规数值方法中节点

间连接关系的信息。 
各种近似函数的构建方法的区别在于构建形

函数时使用了不同的数值方法。 
1.2  核近似 

光 滑 粒 子 动 力 学 方 法 (smoothed particle 
hydrodynamics，SPH)的核近似是 早的一种无网格

近似，它在计算域Ω上的近似函数为 
( ) ( ) ( )dh

I Iu w u
Ω

Ω= −∫x x x x         (2) 

式中：uh(x)为 u(x)的近似函数；w(x−xI)为权函数；

x 和 xI 分别为计算区域中两任意点的坐标，式(2)
是 SPH 近似的积分形式，在数值计算中，将其离

散化为 

1
( ) ( )

N
h

I I I
I

u w u V
=

= − ∆∑x x x           (3) 

式中 xI为支持域中节点 I 的坐标。支持域的形状可

以是以 I 点为圆点以 r 为半径的圆或圆球(三维)，也
可以是以 I 点为中心的方形域(2dx，2dy边长的矩形

域)等。关于支持域的选取方法详细见文献[7]。N
为以 I 点为中心的支持域中的节点数；∆VI 为支持

域的面积或体积(三维)。目前常用的权函数 w(x−xI)
有样条型权函数、高斯型权函数。 

进一步可以将式(3)化简为 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

u uΦ
=

= ∑x x            (4) 

式(4)中ΦI(x)=w(x−xI)∆VI，称为形函数。关于 SPH
的详细介绍见文献[7]。 
1.3  再生核近似 

由于 SPH 方法用于求解有限区域问题时，数值

解在边界处的精度较低，Liu 等[20]认为这是由于

SPH 的核近似在边界处不满足一致性条件所引起

的，因此其对式(2)的近似函数进行如下修正： 
( ) ( , )( ) ( )dh

I I Iu c u
Ω

Ω= −∫x x x x x x      (5) 

式中 c(x, xI)称为修正函数，它通过令式(5)满足一致

性条件来求得。对于一维问题，所谓一致性条件即

为使式(5)满足以下 2 个等式： 

1
( , )( ) 1

N

I I I
I

c V
=

− ∆ =∑ x x x x          (6) 

1
( , )( )

N

I I I I
I

c V
=

− ∆ =∑ x x x x x x        (7) 

离散形式的再生核近似如下： 
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1 1
( ) ( , )( ) ( )

N N
h

I I I I I I
I I

u c u V uΦ
= =

= − ∆ =∑ ∑x x x x x x  (8) 

式中ΦI(x)=c(x, xI)w(x−xI)∆VI，为再生核近似的形  
函数。 
1.4  移动最小二乘近似 

移动 小二乘近似方法(moving least-squares，
MLS)是目前应用 为广泛的一种近似方法。

Lancaster 和 Salkauskas[45]、Jin[46]等都对 MLS 的特

性进行了详细的研究。关于 MLS 详细的推导见文

献[5]。 
假定在计算区域Ω中，以节点 x 所在的子域

ΩX(如图 1 所示)所包含的节点 xI(I=1,…,N)来构建位

移近似函数 uh(x)，其表达式如下： 

T

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m
h

i i
i

u p a
=

= =∑x x x p x a x      (9) 

式中：uh(x)为位移矢量的近似函数；pT(x)为 N×m
的矩阵；a(x)为 m×1 矢量。式(9)的右端表示矩阵与

矢量的乘积。下文的矩阵与矢量的乘积都为如式(9)
的表示形式。 

Γt 

Ω

ΩX 
Ωte 

Ωtr 
J 

I 
X

r 

J 

I 

节点

节点的支持域 
Γu 

Γu Γt XB 

MLS 试探函数在 x 处的定义域

 
Γu为第 2 类边界条件；Γt为第 1 类边界条件。 

图 1  MLS 的试探函数的定义区域及节点的支持域 
Fig. 1  Supports of nodes, the domain of definition of MLS 

approximation for the trail function at a point 

对于二维问题 xT=[x, y]为计算点 x 空间坐标，

pT(x)=[p1(x), p2(x),…, pm(x)]为单项式基函数，m 为

基函数的个数； a(x)为系数矢量， a(x)=[a1(x), 
a2(x),…, am(x)]，a1(x)等为待定系数。通常用多项式

作为基函数，对于二维问题，其基函数可取为： 
线性基函数 

T ( ) [1, , ] ,          3x y m= =p x      (10) 
二次基函数 

T 2 2( ) [1, , , , , ] ,      6x y x xy y m= =p x     (11) 
对于三维问题，其基函数可取为： 
线性基函数 

T ( ) [1, , , ] ,          4x y z m= =p x      (12) 

二次基函数 
T 2 2 2( ) [1, , , , , , , , , ] ,    10x y z x y z xy yx xz m= =p x  (13) 
系数矢量 a(x)是通过对试探函数在点 x = xI处

误差的加权平方和来决定，其定义式如下： 

2

1 1
T 2

( ( )) ( )[ ( ) ] ( )

 [ ( ) ( ) ] ( ( ) ) ( ( ) )

N N
h

I I I I
I I

I I

J w u u w

u
= =

= − = ⋅

− = − −

∑ ∑a x x x x

p x a x pa x u w pa x u  (14) 
式中：xI为 I 点的位置矢量；wI(x)为 I 点的权函数，

这里要求 wI(x)>0；矩阵矢量 p 和 w 的定义如下： 

1 1 1

2 2 2

1 ( )
1 ( )

1 ( )

m

m

N N m N

x y p x
x y p x

x y p x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

p        (15) 

1( ) 0

0 ( )N

w

w

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x
w

x
        (16) 

矢量 u 的定义为 
T

1 2[ , , , ]Nu u u=u …             (17) 
式中 uI 为虚拟点值，它与近似函数 uh(x)的值的差

别如图 2 所示。 
 u

uh(x) 

uh(xI) 

xI x0

uI

 
图 2  虚拟点值与近似值的关系图 

Fig. 2  Distinction between the approximation values and 
the fictitious nodal values 

令式(14)中 J 取极小值可得 

1 1

( ( )) 2 ( )[ ( ) ( ) ]
( ( ))

                 ( ) ( ) ( ) ( ) 0

N m

I J I I
I J

J I

J w p a u

p
= =

∂
= − ⋅

∂
= − =

∑ ∑a x x x x
a x

x A x a x B x u    (18) 
其中： 

T( ) ( )= =A x p wp B x p          (19) 
T( ) =B x p w               (20) 

由式(18)，计算可得出 a(x)，并将其代入式(9)
可得 

T

1
( ) ( ) ( ) ,       

N
h

I I
I

u u xΦ Ω
=

= = ∈∑ Xx x u xΦ   (21) 

其中ΦT(x) = pT(x)A−1(x)B(x)为形函数。它的一阶导

数及二阶导数的计算如下[1]。令： 
T T 1 T( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−= =x p x A x B x x B xΦ γ   (22) 
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式中 
T T 1( ) ( ) ( )−=x p x A xγ           (23) 

由式(19)可知，A 是对称的，γ (x)能够从式(23)
计算得来：将 A 乘式(23)两端得γ TA = pTI，再取转

置得(γ TA)T= (pTI)T，根据矩阵运算规则，可有 
=Aγ p                  (24) 

因此关于γ 的各阶导数的计算可以由式(25)~ 
(26)获得： 

i i i
′ ′ ′= −A p Aγ γ             (25) 

( )ij ij i j j i ij
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + +A p A A Aγ γ γ γ     (26) 

式中下标 i，j 表示对坐标 x 或 y 的导数。据式(22)可
得形函数的一阶和二阶偏导数的计算如式(27)~(28)： 

T T T[ ] [ ]i i i
′ ′ ′= +B BΦ γ γ          (27) 

T T T T T[ ] [ ] [ ] [ ]ij ij i j j i ij
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + +B B B BΦ γ γ γ γ  (28) 

1.5  单元分解近似 
Duarte 等[47]基于 MLS 近似提出了一种新的近

似函数，称为单元分解(partition of unity，PU)近似。

其近似函数的表达式为 

1 1
( ) ( )[ ( )]

N M
h

I I jI j
I j

u u b qΦ
= =

= +∑ ∑x x x      (29) 

式中，等式右端括号内第 2 项
1

( )
M

jI j
j

b q
=

∑ x 为附加项；

qj(x)为附加基；M 为附加基的项数。
1

( )
M

jI j
j

b q
=

∑ x 的 

加入是为了改进运算和加速收敛。bjI为附加项的系

数，PU 近似方法的详细内容可参见文献[47]。 
1.6  径向基函数近似 

由于 MLS 近似的形函数不满足δIJ 函数特性

(即：i=j，δIJ =1；i≠j，δIJ =0)，对于第 1 类边界条件 

1u u= ， 1
1

( ) ( )
N

h
I J I J

J
u u uΦ

=

= ≠∑x x ，因此很难处理第 

1 类边界条件。吴宗敏[36]提出用正定紧支径向基函

数代替 MLS 中的单项式基函数。他提出的 2 种正

定紧支径向基函数如式(30)~(31)： 
4 2 2

3 3

(1 / ) (4 16 / 12 /
( )              3 / ),        0 / 1

0,                                

I I I I I I

I I I I I

d r d r d r
R d r d r

⎧ − + + +
⎪

= ≤ ≤⎨
⎪
⎩

x
其他

  (30) 

2 3
6

2 3

4 5

4 5

(1 ) (6 36 82 72

( )
          30 5 ),         0 1

0,                                        

I I I I

I I I I

I I I I

II I

d d d d
r r r r

R d d d
rr r

⎧
− + + + +⎪

⎪⎪= ⎨
+ ≤ ≤⎪

⎪
⎪⎩

x

其他

 (31) 

式中：dI =|| x−xI ||为点 x 到节点 xI的距离；rI为径

向基函数的支持域半径。 
uh(x)的表达式如下： 

T( ) ( ) ,              hu x Ω= ∈ xx R x a        (32) 
式中：RT(x)=[R1(x), R2(x),…, RN(x)]为中心在点 xI

处的径向基函数，a 为待定系数。令近似函数 uh(x)
在节点 xI处的值等于函数 u(x)在该节点处的值 uI，

即 uh(xI)=uI，可得支持域中的所包含的 N 个节点的

线性方程组： 

0 =R a u                 (33) 
式中： 

1 2
T [ , , , ]Nu u u=u …             (34) 

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2
0

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N

N

N N N N

R R R
R R R

R R R

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x x x
x x xR

x x x

    (35) 

由式(33)可得出系数列阵 a，代入式(32)中，可

得出近似函数的表达式如下： 

T 1
0

1
( ) ( ) ( )  

N
h

I I
I

u uΦ−

=

= = ∑x R x R u x     (36) 

其中形函数为 T 1
0( ) ( ) −=x R x RΦ 。从上面的推导过 

程可以看出：uh(xI)=u(xI)=uI，形函数的计算只依靠

子域中节点的分布，满足ΦI(xJ)=δIJ，因此很容易施

加第 1 类边界条件。图 3 给出了径向基函数的形函

数值的分布，可以看出它只在中心点(0,0)处有值且

等于 1，其它全为零。径向基函数近似方法的详细

内容可参见文献[8]。 
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−0.5
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1.0 x y
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Φ
 

1.0  
图 3  径向基函数的形函数 

Fig. 3  Shape function of RBFs 

1.7  点插值近似 
点插值法近似函数[39]与 MLS 近似方法基本类

似，只是点插值法的支持域中所包含的节点数 N 等

于基函数的个数 m，而 MLS 中支持域中所包含的

节点数 N≥m。其近似函数的表达式为 

T

1
( ) ( ) ( )

m
h

i i
i

u p a
=

= =∑x x p x a         (37) 

式(37)中的系数矢量 a 通过支持域中各函数的值来
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确定，计算式为 

1 1 1 2 1 3 1 1
1

2 2 1 2 2 3 2 2
1

1 2 3
1

( ) ( )

( ) ( )

                              

( ) ( )

m

i i m m
i
m

i i m m
i

m

N i i N N N m m N
i

u a p a a x a y a p x

u a p a a x a y a p x

u a p a a x a y a p x

=

=

=

⎧
= = + + + +⎪

⎪
⎪

= = + + + +⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ = = + + + +⎪⎩

∑

∑

∑

x

x

x

(38) 

式(38)能够写成矩阵形式： 

m=u p a                  (39) 
式中 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 ( )
1 ( )
1 ( )

1 ( )

m

m

m m

N N m N

x y p x
x y p x
x y p x

x y p x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

p        (40) 

由式(39)可得出系数矢量 a(x)，将其代入到  
式(37)可得 

T 1 T

1
( ) ( ) ( ) ( )

N
h

m I I
I

u uΦ−

=

= = =∑x p x p u x x uΦ   (41) 

其形函数为 T T 1( ) ( ) m
−=x p x pΦ 。由于该方法的形函 

数是采用通过节点值的方法建立的，故形函数也满

足ΦI(xJ)=δIJ。 

2  权函数的选取 

在构建近似函数(以 MLS 为例)时，权函数   
起着重要的作用。权函数的选取要满足以下几个

条件： 
1）紧支性，即在支持域内不为零，其余全为零。 
2）单位特性，即在支持域中心的值为 1。 
3）对称性，即其沿支持域中心对称。 
常见的权函数有：样条型权函数和高斯型权函

数。它们在节点 xI处取 大值，具有紧支特性，即

当 w(xI)在以 r 为半径的支持域内 wI(x)>0，其他情

况均为 wI(x)=0。常用的权函数为： 
四次样条函数[2](W1) 

2 3 41 6 8 3 ,         0 1
( )

0,                                        >1
I I I I

I
I

D D D D
w

D
⎧ − + − ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩

x  (42) 

三次样条函数[8](W2) 
2 3

2 3

2 / 3 4 4 ,                  0.5

( ) 4 / 3 4 4 4 / 3 ,    0.5< 1
0,                                         >1

I I I

I I I I I

I

D D D

w D D D D
D

⎧ − + ≤
⎪⎪= − + − ≤⎨
⎪
⎪⎩

x   (43) 

高斯函数[19](W3) 

2 2 2

2

exp( ) exp( ) ,     0 1
( ) 1 exp( )

0,                                            >1

I
I

I

I

D D
w

D

α α
α

⎧ − − −
≤ ≤⎪= − −⎨

⎪
⎩

x  (44) 

高斯函数[8](W4) 
2 2exp( / ),                0 1

( )
0,                                    >1

I I
I

I

D D
w

D
α⎧ − ≤ ≤⎪= ⎨

⎪⎩
x   (45) 

式(42)~(45)中 2 2( ) ( ) /I I I ID x x y y r= − + − ， Ir 为第 

I 个节点(xI, yI)的支持域尺寸，α=rI/cI， cI为常数，

文献[19]给出了选取 cI的方法。 
从式(42)~(45)中可以看出 W1 具有三阶连续

性，而 W2 具有二阶连续性。后 2 个高斯型函数具

有任意阶连续。图 4 给出这些权函数及其一阶导数

和二阶导数的一维分布情况。对 2 个高斯型函数的

α分别给定为常数 0.2，2.0，4.0 的 3 种情况进行比

较，结果如图 4 所示。从图中可以看出在 W3 中α  
 1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 
x 

(a) 权函数 

w
 

W1 
W2 
W3(a=0.2)
W4(a=0.2)
W3(a=2)
W4(a=2)
W3(a=4)
W4(a=4)

 
 6

4

2

0

−2

−4

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x 

(b) 权函数的一阶导数 

dw
/d

x 

W1 
W2 
W3(a=0.2)
W4(a=0.2)
W3(a=2) 
W4(a=2) 
W3(a=4) 
W4(a=4) 

 
 20

0

−20

−40

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0
x 

(c) 权函数的二阶导数 

d2 w
/d

x2  

W1 
W2 
W3(a=0.2)
W4(a=0.2)
W3(a=2) 
W4(a=2) 
W3(a=4) 
W4(a=4) 

 
图 4  权函数及其一阶导数、二阶导数的一维分布图 

Fig. 4  Weight functions and their first and 
second order derivatives 
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值应尽量的大，而在 W4 中α值应尽量的小，这样

构造出的权函数好。从二阶导数图可以看，W2 的

导数已经不连续，而且它的权函数的 大值并不为

1。W1 是一种较好的权函数，文献[8,48]都证明 4
次样条型权函数是一种很好的权函数。 

3  移动最小二乘近似的形函数 

如前所述，形函数(以 MLS 为例)在无网格方

法计算中起着重要的作用。在无网格方法数值计

算中一般会用到形函数的一阶与二阶偏导数，很

少情况下会用到三阶或三阶以上偏导数，因此在

本文给出 4 种权函数所构建的形函数及一阶、二

阶偏导数情况。图 5~图 7 分别给出 4 种权函数所

构建的形函数的值及一阶与二阶偏导数值的一维

分布情况，从图中可以看出样条型或高斯型权函

数所构建的形函数在中心点(一维是(0)，二维是(0，
0))处的值并不等于 1，同时基函数 m=6 时的形函

数中心点处的值大于基函数为 3 的中心点处的值。

从图中还可以看出其形函数与形函数的二阶偏导

数沿中心点是对称的，而一阶偏导数沿中心点是

反对称的。 
由于权函数 W1 与 W2 所构建的形函数的特性

比较一致，W3 与 W4 所构建的形函数的特性比较

一致，这里只给出基函数 m=3 时 W1 与 W3 的二维 
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(a) 样条型权函数 

Φ
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(b) 高斯型权函数 

W1(m =3) 
W1(m = 6) 
W2(m = 3) 
W2(m = 6) 

2.0 

1.0 

0.0 

Φ
/1

0−2
 

 
图 5  样条型与高斯型权函数所构建的形函数 

Fig. 5  Shape functions using spline and 
Gaussian type weight function 
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(b) 高斯型权函数 
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图 6  样条型与高斯型权函数所构建的形函数的一阶导数 
Fig. 6  First order derivatives of shape functions using 

spline and Gaussian type weight function 
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(b) 高期型权函数 
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图 7  样条型与高斯型权函数所构建的形函数的二阶导数 
Fig. 7  Second order derivatives of shape functions using 

spline and Gaussian type weight function 

形函数的分布图和一阶与二阶偏导数图，如图 8 与

图 9 所示。 
二维权函数的计算方法为 

( , ) ( ) ( )i ix iyw x y w x w y= ⋅           (46) 

从式(46)可以看出，形函数对 x 的偏导数与对 y
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的偏导数一样，只是换了个方向，因此在二维显示

图里只给出对 x 方向的偏导数。 
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(b) 形函数的一阶导数 
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(c) 形函数的二阶导数 
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(d) 形函数的二阶混合导数 
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图 8  样条型(W1)权函数所构建的形函数 

及一阶与二阶偏导数二维分布 
Fig. 8  Shape functions and their first and second order 

derivatives using spline type weight function (W1) 
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(b) 形函数的一阶导数 
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(c) 形函数的二阶导数 
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(d) 形函数的二阶混合导数 
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图 9  高斯型(W3)权函数所构建的形函数 

及一阶与二阶偏导数二维分布 
Fig. 9  Shape functions and their first and second order 

derivatives using Gaussian type weight function (W3) 

4  微分方程的离散方法 

4.1  加权残量法 
一般的偏微分方程是物理过程的控制方程的
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强形式，能获得强形式控制方程的精确解是理想

的，但是由于实际工程问题的复杂性，有时要获得

问题的强解是十分困难的。在数值计算的发展过程

中基于强形式的数值方法已经得到积极的发展，被

用于获取物理过程的近似解。有限差分法(finite 
difference method，FDM)是一种典型的基于强式的

方法，它将一个函数在局部域上的导数表达为有限

差分的形式(Taylor 级数)，用于求解强形式控制方

程的近似解[8]。有限容积法实质上也是获得强形式

控制方程近似解的数值方法。 
微分方程的弱形式的解相对于强形式的解来

说，对近似函数的连续性要求比较弱，基于数学或

物理原理积分方程的弱形式被引入到控制方程中。

2 种常用的获得微分方程弱形式的方法是：1）变分

法；2）加权残量法。加权残量法是目前求解偏微

分方程弱解的一种有效和广泛应用的方法。 
对于一般边值问题的偏微分方程，可写为 

( ) ,            
( ) ,             

L u f
B u g

Ω
Γ

=⎧
⎨ =⎩

在

在 上
          (47) 

式(47)中 u 可以用第 3 节中获得的近似函数代入，

但是在通常的情况下这些近似函数(试探函数)并不

能满足式(47)的左右两边相等，即： 

( ) ,            

( ) ,            

h

h

L u f

B u g

Ω

Γ

⎧ ≠⎪
⎨

≠⎪⎩

在

在 上
         (48) 

因此能够获得式(48)的残量，它们分别定义为 
RJ和 JR ： 

( ) ,            

( ) ,            

h
J

h
J

R L u f

R B u g

Ω

Γ

⎧ = −⎪
⎨

= −⎪⎩

在

在 上
     (49) 

如果近似函数是式(47)的精确解，那么式(49) 
中的 RJ 和 JR 均为零；但在实际问题中精确解很难

获得，也即式(49)中的 RJ和 JR 不为零，因此为了获 
得微分方程(47)合理的近似解，强迫式(49)的残量在

某种平均意义上等于零是通过设置残量的加权积

分在计算区域内和边界上趋于零来获得，即： 

d d 0J JvR vR
Ω Γ

Ω Γ+ =∫ ∫          (50) 

式中 v 和 v 为检验函数(test function)。如果式(50)
对于任意的函数 v 和 v 都成立，那么式(47)必定在

计算区域内Ω和边界Γ上任意点都满足。式(50)也称

为式(47)的等效积分形式。 
4.2  配点法 

配点法是在计算中检验函数取δ函数，使得微

分方程式(47)在所有的计算节点(即配点)处加权余

量为零。设计算区域内节点的检验函数为 v，边界

节点的检验函数为 v ，那么它们的定义如下： 
( )
( )

J J

J J

v
v

δ
δ

= −⎧
⎨ = −⎩

x x
x x

              (51) 

这样式(47)的加权残量为 

( ( ) ) 0,            

( ( ) ) 0,            

h

h

v L u f

v B u g
Ω

Γ

Ω

Γ

⎧ − =⎪
⎨

− =⎪⎩

∫
∫

在

在 上
    (52) 

式(52)就变成了一组线性方程组： 

1

1 1

1 1

( ( ) ) 0,           

( ( ) ) 0,            

M N

J J
I J
M N

J J
I J

u f

u g

Φ Ω

Φ Γ

= =

= =

⎧
− =⎪⎪

⎨
⎪ − =⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑

x

x

在

在 上

  (53) 

式中 M 为计算区域内部的节点数；M1 为边界上的

节点数；N 为节点支持域中所包含的节点数。这样

式(47)的微分方程就变为求式(53)的线性方程组，由

式(53)求出的解是问题的强解。 
4.3  Galerkin 方法 

在一般的 Galerkin 方法中，试探函数和检验函

数取自同一个函数空间，它的检验函数取为 

J J

J J

v
v

Φ
Φ

=⎧
⎨ = −⎩

               (54) 

则式(50)就变为 

1

1

( )( ( ) )d

      ( )( ( ) )d 0

N

I J J
J

N

I J J
J

u f

u g

Ω
Φ Φ Ω

Φ Φ Γ

=

Γ
=

− +

− =

∑∫

∑∫

x x

x x      (55) 

从式(55)可以看出，在 Galerkin 方法中插值函

数中的形函数被用作检验函数，故得到的求解方程

的系数矩阵是对称的。由此方法离散所构造的无网

格方法是在整个计算区域Ω上进行积分，因此它需

要借助于背景网格进行数值积分。 
4.4  局部 Petrov-Galerkin 方法 

如前所述，一般的 Galerkin 方法中试探函数与

检验函数取自同一子空间，但在 Petrov-Galerkin 方

法中试探函数与检验函数取自不同的子空间。在局

部 Petrov-Galerkin 方法中，要求解的方程的余量在

局部子域ΩX内及其边界上Γ上的加权积分为零，即： 
d d 0

I
J JvR vR

Ω
Ω Γ

Γ
+ =∫ ∫

x
         (56) 

式(56)的边界ΓI包括了子域Ωx 所包含的边界，

它可能包括 2 部分：一部分为在计算区域内部，这

个边界没有给定边界条件；一部分为计算区域的边

界，给定了边界条件。 
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由于式(56)试探函数与检验函数取自不同的子

空间，所以它所得到的求解方程的系数矩阵一般是

不对称的。由于它的积分是在规则的子域Ωx 上进

行，因此不需要引入背景网格进行积分，目前常用

高斯型积分公式进行数值积分，可以看出这样构建

的无网格方法是一种真正的无网格方法。 

5  结论 

1）无网格方法的构建主要包括近似函数的构

建方法和微分方程的离散方法 2 个部分，根据近似

函数构建方法的不同和微分方程离散方法的不同

可以构建出不同的无网格方法。 
2）在近似函数中，径向基函数和点插值法的

形函数具有 δ函数特性，但在计算一些问题时，稳

定性较差；其他几种近似函数的形函数均不满足 δ
函数特性，在应用这些近似函数时，对于第 1 类边

界条件需要特殊处理。 
3）从权函数的特性可以看出，高斯型权函数

具有任意阶连续，而三次样条权函数二阶导数不连

续，4 次样条权函数具有二阶连续，因此在计算高

阶导数时，需要用高斯型权函数或更高次的样条权

函数。 
4）无网格方法的 3 种离散方法中，配点法不

需要数值积分，但对配点的选取特别严格，有时稳

定性较差，Galerkin 方法需要背景网格进行积分，

它不是真正的无网格方法，而在 Petrov-Galerkin 方

法中其试探函数与检验函数选自同一子空间，可以

直接进行数值积分，但它的计算工作量较大。 
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