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摘 要 本文研究嫡格子 ; 7< => ? 89 9 方法 Χ∗ ); / Φ对于高 & ≅Α9 7< ΒΓ 数流动问题的适用性
。

∗ ); / 由于其满足热力学第

二定律
,

使得它比标准的格子 ; 7< => ? 89
9
方法 Χ); / Φ具有更高的数值稳定性

6

∗ ); / 在计算过程中
,

通过调节松弛参

数来确保系统符合嫡 . 定律
6

在调节松弛参数时
,

必须求解一个非线性方程组
,

这使得计算量加大
。

本文基于 ∗ ΗΙ ≅9 ϑ≅ Γ=

理论
,

根据简单的正性约束来保证 . 定律的成立
。

在数值实例部分
,

对顶盖驱动流进行了研究
,

给出了此方法与上述方

法计算效率和正确性的一个比较
,

并且研究了全局嫡的变化
6

关锐词 ); / Κ ∗ ); / Κ
高雷诺数

Κ

数值稳定性

中图分类号
Λ

− Μ  ! Ε 文献标识码
Λ

( 文章编号
Λ

! Ν 一! Ο Π Χ! ∀ Φ  一  ! Ν一

2 ,/ % ) ( − ,∃ ∋ 2 ∃ : . ,+ . & ∗ 1 ∋ ∃ )Θ 2 ∋ % / ; ∗ & :) % ,Θ : ) ∃Ρ
; ( 2 ∗ Θ ∃ ∋ ∗ ∋ − & ∃ 0 ,3 ; ∃ )− Σ /( ∋ ∋ / ∗ − . ∃ Θ

Τ % . Υ Ο − (∃ Ρ匕9 一

ςΥ 8 9

Χ−Η
≅ 2亡8 =≅ Μ 盯 ) 8 Ω

6

7 ϑ /
Υ <亡勿Η 8Γ

≅
:<

7 Ξ Ψ9 07 Ξ≅Ι
∗ 9 Ζ 宜9

≅≅Ι# 铭
,

ΤΟ
’

89 丙87 亡79 Ζ 饰了

[≅ΙΓ
Ψ权 州

’

89 Δ  Ε ∀
,

伪Ψ9 8
Φ

( Ω Γ= Ι
8∴ = − Η ≅ ϑ7 ≅ Υ Γ 7 ϑ =Η ΟΓ 08 0≅ Ι  Ν 7 9 =Η ≅ 8 00<Ο≅ 8 ΩΟ<Ο=Α 7 ϑ ≅9= Ι 7 0Ο≅ <8= =Ο≅≅ ; 7 <= > ? 89 9 ? ≅=Η 7 Β

Χ∗ ); /Φ ϑ7 Ι ΗΟΖ Η &≅ Α9 7 <Β Γ 9 Υ ? Ω ≅ Ι ϑ< Υ ΟΒ ϑΟ7Ξ
Γ

6

∗ ); / Γ8 =ΟΓϑΟ ≅ Γ =Η ≅ Γ≅ ≅ 7 9 Β ] Ι Ο9 ≅Ο] <≅ 7 ϑ =Η ≅Ι ? 7 Β卜

9

8? Ο≅ Γ , Ν ∗ ); / 07 Γ Γ ≅ Γ Γ ≅ Γ 8 Γ= Ι7 9 Ζ ≅ Ι

?Ο ? ≅ ΙΟ≅ 8 <Γ=8 Ω Ο<Ο=Α ≅ 7 ? 08 Ι ≅Β Ξ Ο=Η Γ=8 9 Β 8 Ι Β <8 ==Ο≅ ≅ ; 7 <= > ? 8

99
? ≅ =Η7 Β Χ); /Φ

6

,9 =Η≅ ] Ι 7 ≅ ≅ ΓΓ 7 ϑ Ο? ] <≅ ? ≅ 9 =Ο9 Ζ ∗ ); /
, =Η ≅ Ι ≅<8Π

8 =Ο7 9 ] 8Ι 8Π9
≅=≅ Ι  Ν ? 7 Β ΟϑΟ ≅Β ΓΥ ≅Η =Η 8=

=Η≅ ] 7 ] Υ <8= Ο7 9 Β ΟΓ= Ι ΟΩ Υ =Ο7 9 Γ 7 ϑ ϑ<Υ ΟΒ ΓΑΓ=≅? Γ Γ8 =ΟΓϑΑ =Η≅ ≅ 9= Ι 7 0Ο≅ .
一

=Η ≅7 Ι ≅ ?
6

Ρ Η≅9 =Η≅ Ι ≅ <8Π 8= Ο7 9

08 Ι 8 ? ≅=≅ Ι  Ν 8 ΒΨ Υ Γ=≅ Β
, 8 9 7 9 <Ο9 ≅ 8Ι ≅

⊥<<
8=Ο7 9 ? Υ Γ= Ω≅ Γ 7 <[≅ Β

6

Ν
,

∗ ); / 9 ≅ ≅Β ? Υ ≅Η ? 7 Ι≅ ≅ 7 ? 0Υ =8= Ο7 9

≅ 7 Γ=Γ =Η89 =Η8 = 7 ϑ =Η≅ Γ=8 9 Β 8 Ι Β ); /
6

; 8Γ ≅Β 7 9 ∗ Η Ι ≅9 ϑ≅ Γ=
’Ν =Η≅ 7 ΙΑ

, 8 ΓΟ? 0<≅ 0 7 ΓΟ=Ο[ Ο=Α
一 ≅ 9 ϑ7 Ι ≅Ο9 Ζ ≅ 7 9__

Γ=Ι 8Ο 9 =  Ν 8 Β 7 0=≅Β =7 Ζ Υ 8Ι 89 =≅ ≅ =Η≅ .
一

=Η≅ 7 Ι ≅?
6

∋ Υ ? ≅ Ι Ο≅8< ΓΟ? Υ <8 =Ο7 9 7 ϑ =Η ≅ <ΟΒ
一

Β Ι Ο[≅ 9 且Υ ΟΒ ϑΟ 7Ξ Γ  Ν

≅ 7 9 Β Υ ≅=≅ Β =7 ΓΗ7Ξ =Η≅ ϑ≅ 8Γ ΟΩ Ο<Ο=Α 8 9 Β ≅ ϑϑΟ ≅Ο≅ 9 ≅Α 7 ϑ =Η≅ 0Ι 7 0 7 Γ≅Β ? ≅ =Η 7 Β
6

Μ ≅ Α
Ξ7

Ι Β Γ ); / Κ ∗ ); / Κ Η ΟΖ Η & ≅ Α9 7 <Β Γ

9Υ ? Ω ≅ Ι Κ 9Υ ? ≅ Ι Ο≅ 8 <Γ=8 Ω Ο<Ο=Α

∃ 引 言

) ; / 方法以其简单高效的特性
,

近年来在计算

流体领域获得了广泛应用并取得了很大的成功 ⎯<α
。

) ; / 通过介观动力学方法来求解流体的宏观流动

间题
6

尽管 ); / 取得了很大的成功
,

但是在处理低

粘性流动间题的时候
,

) ; / 存在较为严重的数值不

稳定性问题
,

标准的 ); / 在计算 & 。一! 的顶盖驱

动流就已很不稳定了
,

这就限制了它在高 &≅ Α9 7< ΒΓ

流体流动中的应用 ⎯><
。

近年来发展的一些方法能

部分地解决此问题
,

其中有多松弛方法 Χ/&− Φ
,

∗ ); / 和基于 ∗ Η Ι ≅ 9 ϑ≅ Γ = 的粗粒化方法 ⎯Ε 一 Ν α
。

本文

中
,

我们主要比较后两种方法在高雷诺数顶盖驱动

流中计算效率和稳定性
。

 ∗ ) ; / 思想

对于标准 ); /
,

已有很多的文献可供参考 <<α
。

下面我们来解释 ∗ ); / 的主要思想
,

在此给出时空

离散的格子系统
Λ

人Χ
Π β 。, 占。

,

= β 占=Φ χ 九Χ
Π ,

‘Φβ 守⎯片
⊥
Χ
Π ,

艺Φ一人Χ
二 ,

亡Φα Χ Φ

其中
,

九
,

ϑ<Ζ
⊥ ,

甲和
≅ 乞
分别是单粒子分布函数

,

平衡

态分布函数
,

松弛参数和离散格子速度分量
。

对于

一个格子系统
,

最主要的间题就是选取合适的平衡

态分布
,

使其在统计意义下满足必要的物理意义
,

∗ ); / 要求使得系统嫡最大
6

方便起见
,

我们给出

如下态矢量定义
Λ

,ϑ δ χ ε九φ
‘χ 。

,

⋯
, 。

Χ! Φ

相应的两个态矢量的作用我们定义为
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这里 Π 和 1 类似于 Χ! Φ的定义
。

对于一个确定等温

宏观流体系统必然有如下的两个基本守恒量
Λ

ε户
,

户汀φ χ εΧ 】ϑΦ
,

Χ言 φϑΦφ ΧΕ Φ

其中
,

] 和 二
分别是流体的密度和动量

。

3 二 ε
。‘。

φ扛
。

和 8 χ  
,

⋯ Θ
,

Θ 为系统的维数
。

方便起见
,

定义

如下算子 二 及其对应的宏观量 / ηΕ 一 Ν φ
Λ

Δ9 ΧϑΦ χ / ΧΝΦ

对应于式 ΧΕ Φ所定义宏观量
。

很显然
,

我们定义了一

个由微观状态到宏观状态的映射
。

下面我们定义如

下的连续 . 嫡函数和离散 . 函数 ⎯!一 φΛ

. 。, Χ
· , · ,

‘Φη一ϑ
, Χ一

‘Φ‘·η, Χ
· ,
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·
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·
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‘Φα一艺九Χ
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、
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其中
,

Ξ ‘
为 + 8 Υ Γ Γ 一. ≅ Ι? Ο=≅ Ι

积分权数
。

那么我们要

求解的平衡态分布
,

就是要求解满足如下的约束极

值问题
Λ

. ΧϑΦ ϕ ? 8 Π ,

二Χϑ Φ χ / ΧΔ Φ

对于 Θ Σς Ζ 格子
,

此间题所对应的平衡态分布

解如下 ⎯! 一 Ν α Λ

一般的牛顿法常易失效
,

在实际的求解过程中采用

基于二分法的牛顿迭代法
,

这使得工作量增大
,

对

于实际的应用来说
,

不得不进行优化 ,α
。

为了节约

工作量
,

可采用基于 ∗ ΗΙ ≅9 ϑ≅Γ 七粗粒化的方法来进行

优化
。

为行文之便
,

以下将采用文献 ⎯Γα 所建议的优

化方法实施的嫡格子 ); / 方法简称为嫡格子 ); /

方法
,

而采用 ∗ ΗΙ ≅9 ϑ≅ Γ= 粗粒化方法优化的实施方式

称为 ∗ ΗΙ ≅ 9 ϑ≅ Γ =粗粒化法
。

! ∗ Η Ι≅ 9 ϑ≅ Γ= 粗粒化的方法

在实际的计算过程中
,

在每一个节点求解一个

非线性方程
,

显然是非常浪费时间的尽管只需花费
、 步的迭代时间

。

∗ ΗΙ ≅9 ϑ≅ Γ= 粗粒化方法主是确

保粒子分布函数靠近其准平衡态流形
,

在每一个格

点上检测非平衡态嫡变化 △. ηΕ 一 Ν φΛ

△. χ . Χϑ
≅ ⊥
Φ一 . Χϑ Φ Χ Φ

在进行碰撞和迁移过程中
,

我们需要设置一个

嫡的阀值确保嫡增
,

使得偏离准平衡态流形的状态

回到平衡态流形 ηΕ 一 Ν η
。

其具体的实施步骤如下
Λ

Χ 一守Φ丸Χ
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=Φ
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对于标准 ∗ +
,

松弛参数一般取定为常数
,

而

对于 , ∗ +
,

松弛参数 守必须调节
,

以使其满足 −

函数理论
,

使得 − 函数满足极值条件
。

− 函数单

调性约束由两个过程组成 ∋∀一 & . / !%# 单粒子分布函数

偏离平衡态的量 △ , 二 刀
“ 一 九

,

此过程中 − 函数

保持为常数
0 !∀ #耗散步

,

导致嫡 − 函数增加
。

在

, ∗ + 中松弛参数定义为

其中
,

。 为嫡的阑值
,

九!1
,

 # 2 ∀片
3 !1

,

 # 一 九!1
,

‘# !∋ 4 #

& 时间发展的 − 嫡函数

对 − 嫡的评估是检查各种方法的一种手段
,

下

面我们给出全局离散 − 嫡函数及其相应的简单结

果
。

在每一个时间步
,

全局离散 − 嫡函数如下
5
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‘#‘6 7九!1
,

‘#8 二、. !‘9 #
工 乞2 :

%%脚了
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其中右端两个参数如下定义 ΑΒ. /

− !Α# 二 − !Α ∃ ? △# !∋: #

口2 占艺8 !∀ 二 ∃ 占老# !∋ ∋ #

这里
二
是标准 ∗ + 松弛时间

。

对于式 !∋: #
,

当系

统趋于平衡时
,

? 的极限值为 ∀∋ ∀ 一 & .
。

对应于标准

的 ∗ +
,

Χ ?Δ ΕΦ Γ 一Η Ι ϑΦ Β
方程中的运动粘性为

对式 !∋9 # 作简单的数学变换可以得如下的式子
/

− !艺# 2 Η !Α
,

Α
Φ 3 # ∃ Η !Α

Φ 3 ,

二# ∃ 凡 !Α
Φ 3 ,

Α #

5

Η! 了
,

厂#一艺艺九ΚΕ !ΑΕ 8刀#
工 乞2 :

5

夕 一 嘴城∀口 ∀
!∋ ∀ #

当粘性消失的时候
,

对应于参数 口趋向于 :
。

要满足局部嫡的最大化必须求解非线性方程 !∋: #
。

又 !了
,

Α
‘

#一艺艺!九一 Α%Λ # ‘6 !六8 ∀。/

# !‘≅ #
1 乞一Μ

其中
,

Η! Α
,

ΑΦ 3 #就是著名的 Ν (% %5 ?Ο ϑ 嫡
,

其用来度

量 Α 与 ΑΦ 3 之间的距离
。

Π 数值检验

我们主要对 Θ 。2 & ∀ :: 的顶盖驱动流做数值研

究
。

计算所采用的格子为 ∋::
1 %ΙΙ

,

密度为 Ρ 二 ∋
,



 期 徐 辉等
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嫡格子 ; 7< => ? 8 9 9
方法模拟高 &≅ Α9 7< ΒΓ 数流动   

计算结果如图  
。

由图  可见嫡格 ; 7< => ? 8

皿 方

法和基于 ∗ ΗΙ ≅9 ϑ≅ Γ= 方法计算结果都能正确地描述

& 。χ ! 时的顶盖驱动流
,

正确地模拟出了流动所

产生的二级涡位置
。

图 ! 和图 给出了基准解 ⎯[α 和

计算解的比较
,

两者吻合得 比较好
。
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从图 Π 和图 4 可看出
,

两种方法所得到的 − 嫡和

Ν ( 6 5?Ο ϑ 嫡的变化基本一致
,

并且趋于稳定
。

这

表明
,

基于 , ΚΓ Φ6 ΑΦΒ  粗粒化理论的方法得到了与

, ∗ + 相同的结果
。

本质上
,

由于 , ∗ + 需要在每

一步在每一个节点求解一个非线性方程
,

尽管采用优

化过的 , ∗ + 进行迭代计算只需 &、∋: 步左右 >Β.
,

但是从计算角度来讲
,

还是非常地耗费时间
。

因此

%ϕ ,坦丛 κ κ κ κ

δ
%

ϕ
七日Θ 上人厂七争∋∋

94Π&∀:∋[[%[[∀

一∋: : : : ∋: :: : & :: : : 4 : : : : η : : : :

。Ψ6[一洲劫己芝洲∴。尝国%
月3Ι工⊥

Ω ΕΞ Φ Η  ΦΨΒ

图 Π 全局 − 嫡

] Ε⊥
<

Π _ %Ι 5 ? % − Φ 6  Γ Ι

可

基于 , ΚΓ Φ6 ΑΦ Β 理论的方法更高效
。

以上述计算为

例
,

, ∗ + 计算时间为 4 Π η ) 4 ,

而 , ΚΓ Φ 6 ΑΦ Β 方法

仅为 ∀ & ≅ ∀ 4
。

如彩迷续提高 ΘΦ ⎯6 Ι %∴ Β
数到 ∋: : : :

,

保持网格数不变
,

, ΚΓΦ 6 ΑΦ Β 方法会变得不稳定
,

而

, ∗ + 仍然能够给出比较稳定和可信赖的解
,

有关

方面的内容作者将另行撰文
。

4 结 论

本文研究了两种求解基于嫡分布函数的 ∗ +

方法在求解高 Θ Φ ⎯ 6Ι %∴ Β
数时有效性及其效率

。

对

Θ Φ 2 & ∀ : : 的顶盖驱动流结果表明
,

基于 , ΚΓΦ 6 ΑΦ Β 

理论的方法可获得与 , ∗ + 计算同样结果
,

但是前

者计算更高效
。

所以对于 ∀ : :: λ Θ 。 λ η 4 :: 的流体

流动
,

网格数不大情况下
,

可采用 , 6 ΚΓΦ 6 ΑΦ Β 。
方法

。
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