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求解对流换热反问题的低阶模型

丁鹏, 陶文铨
(西安交通大学能源与动力工程学院, 710049, 西安)

摘要: 在低阶模型的基础上开发了一种求解对流换热反问题的算法, 并采用最佳正交分解方法分

别建立了直接问题、敏感度问题和伴随问题的低阶模型, 反问题求解采用了共轭梯度法. 算例为一

圆管内流动充分发展、换热初始段时,反求圆管壁面外未知热流密度的反问题. 分别研究了测量位

置、测量误差对算法性能的影响,结果表明通过将测量位置移向未知热流可以显著地提高解的精度

和算法的稳定性,同时共轭梯度法可以显著地减小测量误差对结果的影响.所开发的算法可以在非

常短的时间内得到较准确的解,基于 CFD模型的反问题算法迭代一步需要 6 5 s,而文中算法迭代

一步仅需要 0 078 s,与基于 CFD模型的反问题算法相比,速度提高了 80倍.
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Reduced Order Model Based Algorithm for Inverse

Convection Heat Transfer Problem

DING Peng, TA O Wenquan
( School of E nergy and Pow er Engin eering, Xi an Jiaoton g U nivers ity, Xi an 710049, Chin a)

Abstract: In this study, a reduced order m odel based algor ithm w as developed for inverse convec

t ion heat t ransfer. The reduced or der m odels w ere established for the direct problem , the sensi

t ivity problem and the adjoint pr oblem respect ively w ith the proper o rthogonal technique( POD) .

The perform ance of the present algor ithm w as exam ined by an inverse for ced convect ion problem

to determine the unknow n space dependent heat flux at the outer boundary o f a circular pipe. The

inverse problem w as reso lved in a function opt imizat ion w ay by the conjugate gradient m ethod.

The r esults show that the present POD based inverse alg orithm can significant ly r educe the inf lu

ence of measurement erro r on the computat ional results and obtain accur ate solut ion in very short

tim e. T he computat ional speed of the present inverse algor ithm is 80 tim es higher than that of the

CFD based inver se alg orithm .

Keywords: proper orthogonal decomposit ion; reduced order model; inverse convection heat t rans

fer problem

反问题是指通过测量物理场内部信息反求边界

条件、初始条件,或者导热系数的问题. 反问题在实

际工业生产中有非常重要的应用,特别是应用在由

于条件限制而不能直接对想知道的物理量进行测量

的时候,比如预测飞行器再入时外表面的热流密度

分布,预测未知材料的物性,结构工程中的损坏探测

以及在浮法玻璃工业中预测玻璃的表面温度等. 同

时,反问题在核能工程、冶金铸造、化工领域、机械制

造、冷冻储藏等工程中也有着重要的应用.

在求解反问题的算法中, 以 Alifanov[ 1] 的共轭

梯度法应用较为广泛. 由于共轭梯度法在求解反问

题时需要反复求解控制方程,求解过程非常费时,从
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而使得它在那些需要实时预测未知变量的领域中的

应用受到了极大限制.

本文开发了以低阶模型为基础的共轭梯度法,

使得求解反问题的时间大大减少.

1 物理问题

如图 1所示, 本文考虑一圆管内流动充分发展

时,换热发展初始段的对流换热问题.圆管边界外为

待求解的热流密度, 其控制方程为

Cpu( r )
 T
 x =

1
r

 
 r

r
 T
 r ( 1)

边界条件和初始条件为

 T
 r r= 0

= 0;
 T
 r r= r

o

= q( x ) ; T( 0, x ) = T 0

( 2)

式中: = 1 000 kg/ m
3
为密度; Cp= 4 183 kJ/ ( kg !

K) 为比热容; = 0 599 W/ ( m ! K) 为导热系数; ro

= 0 01 m为圆管的半径; T 0= 300 K为入口流体的

温度.

入口的流速分布为

u( r) = 2uavg ( 1- r
2
/ r o

2
) ( 3)

图 1 物理问题示意图

本文采用有限容积法[ 2 ]离散上述物理问题, 网

格数为 2 000 ∀ 100.

2 最佳正交分解的理论基础

本文采用最佳正交分解( POD) [ 3 5] 方法建立物

理问题的低阶模型. POD是一种高效的基于统计学

的数据处理技术, 利用 POD 可以将高维( N 维)的

复杂数据变换到另外一个低维( n维, n ! N )坐标空
间中.在这个 n维空间内,原来高维的复杂数据可以

准确地用 n个坐标描述出来.

假设 f ( x, tn)为已知物理场, f (x, tn)可以通过

数值计算方法或者实验得到, 称之为一个样本.

POD的最终目的是得到一组最佳正交基 ( POM ) ,

从而将 f (x, t n)表示为以下的级数形式

f (x, tn) = #
M

k= 1

 k ( tn) !k ( x)

M ∃ % , n = 1, &, N (4)

求解 POM 的过程等同于求解下面的积分特征值

问题[ 1 2]

∋∀

1
N #

N

n= 1

f (x, t n) f ( x , tn) !( x )dx = #!(x )

(5)

在实际计算中, H ermit 核 1
N #

N

n= 1

f (x, tn) f (x , tn) 的

维数与数值求解的离散网格数相同,所以运用 H il

bert Schmidt [ 3]方法直接求解式( 2)在一般计算资源

下很难完成.本文采用了 Sirov ich[ 6] 的方法来求解,

该方法的优势在于它将 H er mit核的维数转变为与

样本个数相等,从而大大节省了计算资源.式( 4)中

的系数  k ( t n)是未知的,本文将求解未知系数 k ( tn)

的方程称为低阶模型. 实施 POD 的基本过程包括:

构建系统矩阵,构建自相关矩阵,最后求解特征值问

题以获得最佳基函数. 在一常数热流边界条件下求

解上述物理问题, 并将径向的温度分布作为一个样

本,这样共获得 2 000个样本.对这 2 000个样本实

施 POD分解,求得其相应的基函数 !( x) .

3 低阶模型的建立

将控制方程的残量表示为

R = C pu( r )
 T
 x -

1
r

 
 r

r
 T
 r (6)

采用 Galerkin 投影 [ 7] 的方法将残量投影到最

佳基函数所代表的空间中, 并要求其为 0,即

∋
r
o

0
R!i ( r) rdr = 0 (7)

最后得到关于谱系数  ( x )的低阶模型
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M

j = 1
M ij

d j ( x i )
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= q( x )!i (1) - #
M

j = 1
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(8)

其初始条件为
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式(8)中
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方程(8)可以使用求解常微分方程的常规方法求解.

4 反问题算法

采用共轭梯度法
[ 1]
求解未知的边界热流可以转

化为下面这个最优化问题,定义目标函数为

J = #
N

n= 1
#
M

k= 1

 k ( x n)!k ( r n) - T
*
( x n , rn)

2

(11)

式中: N 代表热电偶的个数. 为了求得目标函数关

于未知热流的梯度, 必须求解另外两个辅助问题, 即

敏感度问题和伴随问题, 其相应的低阶模型如下.

敏感度问题的低阶模型

#
M

j = 1

M ij
d ̂j ( x i )

dx
= ∃q( x ) !i ( r o ) - #

M

j = 1

H ij  ̂j ( x i )

(12)

边界条件

 ̂i ( x 1 = 0) = 0 i = 1, &, M (13)

伴随问题的低阶模型

#
M
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d 
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= #
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(14)

初始条件

 ∀i ( l ) = 0 i = 1, &, M (15)

同时,可得到目标函数 J 对热流密度 q 的梯度为

#J q = #
M

k= 1
 
∀
k ( x )!

k
(1) (16)

搜索步长 %、共轭系数 &分别由下面两式得到
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2
dx

&
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= 0 (18)

最后,热流密度可以通过以下迭代公式求得

q
n+ 1
( x ) = q

n
( x ) + %

n

P
n
( x )

n = 0, 1, 2, & (19)

5 结果与讨论

为了模拟实际测量过程中产生的误差, 本文对

数值模拟值加上一个随机误差

T
*
= T + ∋~ ( (20)

式中: ∋
~
为- 2 567~ 2 567内的一个随机数; (为标

准偏差,本文取 0和 0 15.为了检测算法的准确度,

定义相对误差为

E = #
∀

| q - q |
| q |

/ L ∀ 100 (21)

式中: q 代表本文预测得到的热流值; q 代表真实热

流值; L 表示在 x 方向使用的网格数.下面给出利用

本算法预测未知边界热流时的性能表现.

图 2给出了 (= 0、测量位置在 0 8ro 处时算法

预测的边界热流,此时 E 仅为0 93% .图 3给出了 (

= 0 15时的预测热流,测量位置在 0 7r o 处时, E 为

4 38% ,测量位置在 0 8ro 处时, E 为 2 16% .

本文引用 POD方法建立了对流换热问题的低

阶模型,开发了基于低阶模型的求解对流换热反问

题的共轭梯度算法. 计算结果表明, 基于CFD的反

图 2 (= 0 时算法预测的边界热流(迭代步数为 12)

(a)测量位置在 0 7ro 处, 迭代步数为 8

(b)测量位置在 0 8r o 处,迭代步数为 9

图 3 (= 0 15 时算法预测的边界热流
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问题算法迭代一步需要 6 5 s,而基于本文低阶模型

的反问题算法迭代一步仅需要 0 078 s,且可以给出

相当准确的解.
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