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摘要: 基于数学上的多尺度逐级逼近,给出了一种简单并且有效的方法来通过宏观物理量重构格

子 Boltzmann方法( LBM )的单粒子分布函数.所给出的重构算子为工程中基于宏观和介观模型的

多尺度计算奠定了基础.通过耦合有限体积法( FVM )和 LBM 对顶盖驱动流进行数值计算, 考核了

此重构算子. 计算结果与文献结果符合很好,并且耦合区域流线光滑过渡,速度矢量精确重合.计算

结果证明,文中提出的重构算子可以准确有效地应用于 LBM 和宏观方法的耦合计算, 并且其实施

简单.
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A Reconstruction Operator for Interface Coupling Between LBM and

Macro�Numerical Methods of Finite�Family

XU Hui, LUA N Huibao, TAO Wenquan
( S chool of Energy and Pow er Engineering, Xi an Jiaotong University, Xi an 710049, China)

Abstract: An ef fective and simple w ay to reconst ruct the lat t ice Bo ltzmann method ( LBM) dist ri�
but ion funct ions by macro�scale par ameters has been proposed on the basis of the mathemat ical

mult iscale�approach in this paper. T he reconstruction operator of fers a fundamental appro ach to

mult iscale computat ion in eng ineer ing applicat ion. T he numerical computat ion on lid�dr iv en cavity
f low by the coupl ing betw een the results of LBM and the finite�volume method ( FVM ) is per�
formed to verify the proposed reconstr uction operator. The computat ion results are in agr eement

w ith the data in literature, and the smoothness of the st reamlines in the coupled region is reason�
able and the velocity vectors have an exact ov er lap. In addit ion, the results show that the present

reconst ruct ion oper ator can be adopted in the coupling computat ion of LBM and the macro�scale
method easily and reliably.

Keywords: LBM ; FVM ; r econst ruct ion oper ator; dist ribut ion funct ions; mult iscale; coupling

� � 自 20世纪 90 年代以来,格子 Boltzmann方法

( LBM)已经吸引了越来越多科学家和工程师的关

注.特别地, LBM 已经被广泛用来求解流体流动问

题及其复杂的湍流问题
[ 1]
. 基于统计框架, LBM 的

计算结果为科学家和工程师提供了一个对于流体流

动现象的基本解释 [ 1�3] . LBM 是一种介观方法,其演

化在物理上是基于伪粒子的流动和碰撞的基础之

上,因此它处理边界条件时异常简单和灵活. 同时,

LBM 具有天然的并行特点,使得对于多尺度 LBM

耦合计算的研究非常有意义
[ 1]
.目前, LBM 除了在

一般的流体力学问题中得到了成功应用外, 在多相

流、化学反应扩散、渗流、粒子悬浮流和磁流体等领

域也得到了成功应用
[ 1]
.此外,在微尺度流动模拟方

面, LBM 也得到了广泛应用 [ 4�5] .

众所周知, 在使用 LBM 进行流体流动问题求

解时,一般情况下需要对分布函数进行初始化.若待
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研究的流动现象是物理上稳态的, 分布函数可以简

单地初始化为平衡态分布函数或者是摄动的平衡态

分布函数,因为这种稳态问题对于初始分布函数的

精度要求不高.尽管如此,对于分布函数不恰当的初

始化,会对求解的问题产生一个初始层(初始计算的

误差) , 这种初始层不会随着计算的进行而消失, 反

而会随着 LBM 的演化逐渐向后传播, 使得最终的

结果也产生偏差[ 6] .另一方面, 当采用 LBM 与有限

类型方法(有限容积法、有限元法等)进行耦合计算

时,由于 LBM 的自由度大于宏观算法的自由度,这

使得在界面上如何由宏观数值方法得出的解来建立

介观计算的信息成为一个关键问题. 本文基于 Ens�
kog�Chapman的多尺度展开建立了介观模型与宏
观模型的多尺度耦合方法(重构算子) .

1 � LBM 基础理论

LBM 是由有限离散速度求解单时间松弛 Bo lt�
zmann方程的数值方法, 其对连续 Bo ltzmann 方程

的时间和速度变量进行了离散, 形式如下[ 1, 7]

f i (x + �tci , t + �t ) - f i (x, t) = �i ( f eq
i , f i ) ( 1)

式中: f i 表示沿着 c i 方向的单粒子分布函数; ci 是

离散速度集合 V = { c0 , ∀, cn}的元素; � i ( f
eq
i , f i )表

示碰撞算子. 在 LBM 中,体系的宏观物理量密度和

速度定义如下 [ 1]

 ( x, t) = #
n

i= 0

f i (x, t) = #
n

i= 0

f
eq
i (x, t) (2)

u( x, t ) =
1

 (x, t) #c
i
∃ V

cif i (x, t) =

1
 (x, t) #c

i
∃ V

cif
eq
i (x, t ) (3)

对于标准的 LBM , 碰撞算子有下面所谓的 BGK 形

式的碰撞项定义[ 1, 7]

� i ( f
eq
i , f i ) = -

1
!
[ f i ( x, t ) - f

eq
i (x, t ) ] (4)

局部平衡态分布函数 f
eq
i 由下式定义

[ 1, 6�8]

f
eq
i ( x, t ) = f

L ( eq)
i ( x, t) + f

Q( eq)
i ( x, t) (5)

式中: f
L( eq)
i (x, t)和 f

Q( eq)
i (x, t )分别表示局部平衡态

分布函数的线性项和非线性项, 其表达式如下

f
L( eq)
i ( x, t) = ∀i 1+ 1

C
2
s
ci % u(x, t) (6)

f
Q( eq)
i (x, t) = ∀i

1
2C4

s
 ( u(x, t )u(x, t ) ) & #i (7)

其中 Cs 为模型的声速, ∀i 为模型的权数, # i 为如下

的二阶张量

#i∃% = ci∃c i% - C
2
s �∃% (8)

� � 本文采用著名的 D2Q9 LBM 模型[ 1, 7] , 根据

Chapman�Enskog 展开, 宏观模型方程可以恢复为

如下的形式[ 9]

� t + �∃(  u∃) + O( �t
3
) = 0 ( 9)

� t ( u ∃) + �%( u∃u %) = - �∃P + &�%(  (�∃u%+
�%u ∃) ) + O( �t 3 + �tu 3

) (10)

这里 3阶项 O(u
3
)的形式如下

O(u
3
) = - ∋�%�((  u∃u%u () (11)

根据方程( 9)、( 10)很容易看出,它与标准的 Navier�
Stokes方程实际上是不同的. 由 Chapman�Enskog
展开所得到的宏观方程是弱可压的, 因此在耦合

LBM 与宏观数值方法进行求解时, 必须采用小

Mach数的限制来达到更好的近似不可压缩 Navier�
Stokes方程的解.

从 LBM 框架式(1)的定义,平衡态分布函数式

(5)很容易由宏观物理量来确定,但是分布函数却不

能由宏观物理量来直接确定. 显然,一个合理的初场

是必需的,这样才能保证在 LBM 框架下微观量正

确演化.

2 � 重构算子及多尺度逼近

基于 LBM 框架, 对于一个微观系统,由宏观量

建立正确的微观分布函数是进行耦合计算的基础.

首先,在此引入重构算子及相关的压缩算子. 假定

u( x, t 0)表示微观系统物理量的集合, U (x, t0 )表示

宏观系统物理量的集合. 重构算子 R ( % ) 定义如

下[ 10]

u(x, t 0) = R(U(x, t 0) ) (12)

相应的压缩算子定义为
[ 10]

U(x, t) = C( u(x, t) ) (13)

对于 LBM , C( % )表示微观物理量在速度空间中的

一个系综平均. 但是, R ( % )却难以直接构建, 原因

在于宏观系统的自由度小于微观系统的自由度, 难

以建立从宏观物理量到微观物理量的单一映射.

文献中已有很多文章来阐述如何构建
[ 6, 8, 11�12]

R( % ) ,但这些方法[ 6, 8] 除了推导过于复杂(费时的

迭代框架和复杂的数学推导)外,还存在构建的微观

信息不足
[ 9]
或者只针对特殊模型

[ 9�10]
的缺点. 本文

基于多尺度逼近及其复合导数求导的法则, 由宏观

物理量简易地构建 R( % ) .

为了构建 R ( % ) , 需借助于多尺度摄动展

开[ 1, 7]
.时间导数根据小参数 )(一般为 Knudsen数)

展开为下列形式
[ 1]

� t = )� t
1
+ )2� t

2
+ O()3) (14)
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空间导数根据 )展开如下[ 1]

�∃= )�1∃+ O( )2) (15)

单粒子分布函数基于 )摄动展开为[ 1]

f i ( x, t) = f
0
i (x, t) + )1 f 1

i (x, t ) +

)
2
f
2
i (x, t) + O()

3
) (16)

基于泰勒展开,方程(1)可表示为如下形式

�t (� t + ci ∃�∃) f i (x, t ) + �t 2(� t + ci ∃�∃) 2 %

f i (x, t ) + O( �t
3
) = � i (17)

联合式(14)~ (17) ,可得到如下结果[ 1, 7]

f
0
i ( x, t) = f

eq
i (x, t) (18)

f
1
i (x, t ) = - !�t (� t

1
+ ci ∃�1∃) f

eq
i (x, t) + �t 3

(19)

f
2
i (x, t ) = - !�t�t2 f

eq
i (x, t) -

�t 2 !- 1
2

(� t
1
+ ci %�%) 2 f eq

i ( x, t ) + O( �t 3)

(20)

式(19)可以写成如下表达式

f
1
i (x, t) = - !�t (� t1 + ci ∃�1∃) ( f i

L( eq)
( x, t) +

f
Q( eq)
i ) + O( �t 3) (21)

在式(20)中, 省略关于 f
0
i ( x, t )的 2 阶以上的高阶

导数项,可得到如下近似关系

f
2
i ( x, t) = - !�t� t

2
f
eq
i (x, t ) (22)

f
2
i = - !�t (� f eq

i � t
2
 + �u

%
f
eq
i � t

2
u%) (23)

关于 )和)2 渐进逼近产生了如下形式的公式 [ 1]

� t
1
 + �1∃( u∃) = 0 (24)

� t
1 ( u ) + �1%( u ∃u%+ C

2
s  �∃%) = 0 (25)

� t
2
 = 0 (26)

� t
2
(  u∃) = &�1%(  (�1∃u%+ �1%u∃) ) (27)

对式(22)、(23)展开计算,可得

f
1
i = - !�t U i ∃

1
 
�1∃ f

eq
i + U i ∃�1∃u%∀i 1

C
2
s
U i % +

1
c
4
s
ci %c i(u( - f

eq
i �1∃u∃-

1
 
�1%P∀i  1

C
2
s
Ui % +

1
C
4
s
ci %c i (u ( (28)

f
2
i = - !�t&∀i

1
C
2
s
U i %+

1
C
4
s
ci %c i(u( %

�1∃[ (�1%u∃+ �1∃u %) ] (29)

式中: U i ∃= ci ∃- u∃.

根据式( 16) , 可得重构的粒子分布函数如下

f i = f
eq
i 1 - C

- 2
s !�t U i % Ui ∃�∃u%+ &�2

∃ u %+

&�%�∃u ∃+ &
1
 
�∃ S ∃% - C

2
s�∃u∃ (30)

对于无散度的速度场, 有如下的逼近形式

f i = f
eq
i 1- C

- 2
s !�t Ui% U i ∃�∃u %+ &�2

∃ u%+

&1
 
�∃ S ∃% (31)

式(30)、( 31)就是根据宏观物理量获得的 LBM 分

布函数的 R ( % ) . 在文献[ 6, 8, 12]中也给出了与上

述类似的结果, 但本文采用了不同的推导方法且推

导过程非常简单.

3 � 耦合计算实例

为了验证所提出的重构算子的有效性, 采用式

( 31)进行多尺度耦合计算. 所采用的算例为顶盖驱

动流,宏观 N av ier�Stokes方程的求解方法为有限容
积法( FVM ) . 计算区域的几何形状如图 1所示, 计

算区域被分割为重叠的两部分, 对两部分分别采用

不同的数值方法进行计算(如图 1中所标记) . 为了

验证界面信息的传递方法, 避免交界区域网格的不

一致性而导致插值估计, 两个区域采用相同的网格

结构(见图 2) . 如果两个子区域在交界面上的网格

不一致,可采用空间插值来获取界面上需要的信息,

此时要求插值精度不低于两类计算方法的空间精

度.在图 2a中, FVM 方法计算区域的边界MN落在

LBM 的计算区域中, LBM 方法计算区域的边界A B

落在 FVM 的计算区域中.在执行计算时,首先假定

FVM 在计算边界MN上有一个任意的水平速度(方

向与顶盖速度方向一致) ,此边界上的速度应当足够

小来保证低马赫数条件. 此时, 根据重叠区域 Schw�
artz交替方法进行迭代计算, 直到达到所要求的收

敛条件时停止计算.

图 1� 顶盖驱动流的 FVM 和 LBM 计算区域

数值模拟采用的 Reynolds数分别为 Re= 100,

400, 1 000.矩形方腔的特征尺度定义为 L = 1, 网格

数目为 200 ∋ 200.相对于 3个 R e,顶盖移动速度分

别为 3 33 ∋ 10- 3、1 33 ∋ 10- 3、3 33 ∋ 10- 2 . 固体壁

面采用无滑移边界条件. 图 3~ 6分别给出了 3种不
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同 R e下的矢量图、流线图以及速度线图, 可以看出

两种方法在耦合区域所得到的速度光顺连接.在图

7、8中, 给出了耦合计算解和 Ghia 基准解 [ 13] 的比

较,耦合计算的结果和基准解吻合得很好. 由此, 文

中所提出的重构算子能够有效地用于 LBM 和宏观

数值方法的耦合计算.

( a) FVM 与 LBM 的信息传递界面 ( b) FVM 与 LBM 的网格结构

图 2 � FVM 和 LMB 的界面示意及网格结构

� � � � � � � � ( a)R e= 100 � � � � � � � � � � ( b)Re= 400� � � � � � � � � ( c)Re= 1 000

图 3 � 顶盖驱动流的矢量图

� � � � � � � � ( a)R e= 100 � � � � � � � � � � ( b)Re= 400� � � � � � � � � � ( c)Re= 1 000

图 4 � 顶盖驱动流的流线图

� � � � � � � � ( a)R e= 100 � � � � � � � � � � ( b)Re= 400� � � � � � � � � � ( c)Re= 1 000

图 5 � 速度 u 线图
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� � � � � � � � ( a)R e= 100 � � � � � � � � � � ( b) Re= 400 � � � � � � � � � � ( c) Re= 1 000

图 6 � 速度 v 线图

图 7 � 水平速度分布 图 8 � 垂直速度分布

4 � 结 � 论

本文根据多尺度逐级逼近的方法, 给出了由宏

观物理量重构出 LBM 中的分布函数的算子表达

式,并采用顶盖驱动算例进行验证.结果表明,所给

出的重构算子能够很好地进行 LBM 与宏观数值方

法的耦合计算,证明了所给出的重构算子的正确性

与可行性,并为 LBM 与宏观数值方法的耦合多尺

度计算提供了一个基本途径.
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