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代数方程求解方法收敛速度比较及对算法健壮性的影响
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摘要: 将交替方向隐式( ADI)、强隐( SIP)及 Krylov子空间法中的 TFQMR、Bi�CGSTAB 方法实施于 SIMPLER

算法,作为其内迭代求解方法,比较了不同代数方程求解方法的收敛速度, 并首次分析了它们对算法健壮性的

影响.结果发现:内迭代方法不同, SIMPLER算法所表现出的健壮性也会有较大差异,采用不同的求解方法以

及调节求解方法中的参数可以有效调整SIMPLER算法的健壮性.通过对具体算例的研究表明: 当 SIP 方法的

抵消参数 a取值较高时,能获得比ADI快30%~ 50%的平均收敛速度,但算法的健壮性减弱;减小a值,在获得

与ADI方法相同的收敛速度下,算法的健壮性却能远好于 ADI; ILU( 0)预处理的 Bi�CGSTAB 方法收敛速度较

ADI平均能快15%~ 40%;当 SIP 方法取某 a值时也能获得此收敛速度,但算法所表现出的健壮性却差于 Bi�
CGSTAB 方法; ILU( 0)预处理的 TFQMR方法收敛速度慢于以上各方法,但其健壮性最佳.
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Abstract: T he alterat iv e direct iter at ive ( ADI) , st rong implicit pr ocedure ( SIP ) , precondit ioning t rans�
pose�fr ee v ar iant of quasi�minimum residual m ethod ( T FQM R) and biconjugate g radient stabilized method

( Bi�CGSTA B) of the Krylo v subspace m ethods were im plemented in SIM PLER alg orithm to solve the al�
gebraic equat ions. The convergence rate and the robustness compar isons w ere conducted for the so lut ion

pro cedure using the above�ment ioned dif ferent iterat ive so lut ion methods. It is found that the so lut ion

methods fo r the algebraic equat ions can affect the robustness of SIMPLER algorithm. By using different

algebraic equation so lut ion methods and the related par am eters, the robustness of SIM PLER alg orithm can

be controlled to a certain deg ree. T hrough analysis of specif ic ex am ples, it is found that the convergence

rate of SIP m ethod can be about 30% to 50% higher than that of ADI w ith high of fset facto r a, w hile the

related robustness o f SIM PLER is somew hat weakened. In contrast , decreasing a m akes its convergence

rate more or less the same as that o f ADI, and the robustness is much better than that of ADI. The aver�
age converg ence rate of ILU ( 0) precondit ioning Bi�CGSTAB method is about 15% to 40% higher than that

of ADI, w hich can be easily r eached by SIP method w ith an appr opriate v alue of o ff set factor a, but the ro�
bustness of SIP is w orse than that o f Bi�CGST AB. The converg ence rate of preconditioning TFQM R is the

smallest, but the robustness is the best .
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� � 从 20世纪 80年代末以来, 对于求解非线性问

题离散所形成的代数方程组的高效方法的研究越来

越得到广泛的重视. 数值代数界对共轭梯度类( CG�
like)方法的研究就是从那个时期开始逐步走向繁

荣的,经过近 30年的充分发展完善,使它成为了目

前用于求解大型线性系统的最重要的迭代技

术[ 1, 2] , 近年来在各种应用领域几乎是独领风骚 [ 3] ,

而它的收敛速度正是此方法成功的关键
[ 4]

.但是, 它

在 CFD领域的应用还没能得到广泛推广.本文将这

种前沿的代数方程求解方法 ! ! ! Krylo v 子空间法

(又称共轭梯度类方法)中的 T FQM R、Bi�CGST AB

方法,实施于 SIM PLER算法, 作为其内迭代方式,

并与强隐( SIP )、交替方向隐式 ( ADI)进行对比, 比

较了不同代数方程求解方法的收敛速度.

算法的健壮性一直是评价算法好坏的重要指标

之一.长期以来,研究者们对算法健壮性的认识多来

自于不同算法间进行健壮性比较的结果, 却忽略了

具体实施的代数方程求解方法等的影响. 本文的研

究首次证明:对任一种算法,当所选择的内迭代方法

不同时,它们所表现出的健壮性是不同的.本文在对

上述代数方程求解方法收敛速度进行对比的同时,

还研究了不同代数方程求解方法对算法健壮性的

影响.

1 � ADI、SIP、Bi�CGST AB、T FQM R

代数方程求解方法概述

在代数方程求解方法中, A DI方法由 Peaceman

和 Rachford于 1955年提出, 并在计算传热学领域

得到了广泛应用. SIP 方法在迭代求解过程中采用

的直接解法的比例比 ADI方法更高, 是一种基于矩

阵不完全分解技术的求解方法, 1968年由 Stong 提

出[ 5] . Kry lov 子空间法是近年来数值代数界公认的

求解大型线性方程组问题的最有效方法, 但这种方

法目前还未能在计算传热学领域广泛推广应用. 以

上各迭代解法及实施步骤在文献[ 6, 7]中均有详细

的介绍.

TFQMR方法是由 Krylo v 子空间法中的 CGS

方法变异而来的,与 Bi�CGST AB算法一样,是 Kry�
lov 子空间法中最为盛行的主要算法之一,这种算法

的具体运算规则
[ 8]
如下

( 1) Start :

� ( a) Choose � x 0 ∀ CN
;

� ( b) Set � �1 = y 1= r0= b- A x 0 , � v 0= A y1 ,

� � � d0= 0;

� � � �0= #r 0 #, �  0= 0, � !0= 0;

� ( c) Choo se r 0 such that � ∀0= r
H
0 r0 ∃0.

(2) For � n= 1, 2, %, � do:

� ( a) Set � #n- 1 = r
H
0 v n- 1 , � #n- 1= ∀n- 1 / #n- 1 ;

� � � y2n = y 2n- 1- ∃n- 1v n- 1 ;

� ( b) For � m= 2n- 1, 2n � do:

& Set �m+ 1 = �m - ∃n- 1A y m;

&  m = #�m+ 1 # / �m- 1 , � cm = 1/ (1+  m
2
)

1
2 ;

&�m= �m- 1  mcm, � !m= c
2
m ∃n- 1 ;

& dm = y m + (  m- 1 !m- 1 / ∃n- 1) dm- 1 ;

& x m = x m- 1+ !md m ;

& If � x m has converg ed: � stop;

� ( c) Set � ∀n= r
H
0 �2n+ 1 , � %n= ∀n / ∀n- 1 ;

� � � y2n+ 1 = �2n+ 1+ %ny 2n ;

� � � v n= Ay 2n+ 1+ %n( Ay 2n+ %nv n- 1 ) .

Bi�CGST AB方法的运算规则可参见文献[ 6] .

2 � 不同代数方程求解方法应用于
SIM PLER 算法的收敛性及健

壮性分析

本文对顶盖驱动流和方腔自然对流 2个层流流

动与换热问题,进行了不同内迭代方法的收敛特性

及应用于 SIM PLER算法的健壮性分析. 在进行比

较时,收敛判据取连续性方程节点余量的最大绝对

值与参考质量流量之比小于某一给定的值. 上述 2

个问题分别示于图 1、图 2中,描述这些问题的控制

方程是二维不可压缩流体的质量、动量和能量守恒

方程,对应自然对流,引入 Boussinesq假设,这些在

文献[ 2, 3]中均有详细的介绍,此处从略.

� �
� � � R e= 100

图 1 � 顶盖驱动流 � � � � �
� � R a= 10 000

图 2 � 方腔自然对流

2� 1 � 不同代数方程解法的计算结果
2. 1. 1 � 顶盖驱动流 � 计算了 Re= 100时顶盖驱动

流的流动状况,收敛判据取连续性方程节点余量的

最大绝对值与参考质量流量之比小于 3 ∋ 10
- 8
. 从
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图 3可以看出几种代数方程的求解方法, 在网格数

为 82 ∋ 82 时, 计算所得的空腔内中轴线 U、V 向速

度与基准解[ 9]符合得均较好.

( a)在 X = 0� 5 的位置上速度 U 沿 Y 方向的分布

(b)在 Y= 0� 5的位置上速度 V 沿 X 方向的分布

� � 图 3 � 顶盖驱动流的不同代数方程求解结果与试验

值的对比

2. 1. 2 � 方腔自然对流 � 在该问题的计算过程中, 所

取的收敛判据仍旧是连续性方程节点余量的最大绝

对值与参考质量流量之比, 在网格数为 82 ∋ 82时,

收敛判据取为 1� 3 ∋ 10- 8
, 在网格数为 42 ∋ 42时,

收敛判据取为 2� 2 ∋ 10- 8
,表明连续性方程已满足.

从表 1可以看到不同代数方程求解方法所计算出的

方腔的平均 N u值基本一致.

2� 2 代数方程求解速度及算法的健壮性分析结果
在进行健壮性比较时, 分别在 2种网格下计算

了顶盖驱动流和方腔自然对流 2个典型问题. 收敛

判据同上,在相同网格密度下, 4种算法的收敛精度

取为一致.

在图 4和图 5中, 横坐标为时步倍率 E (E= ∃/

(1- ∃) , ∃为松弛因子) , 纵坐标为达到收敛要求所

需的计算时间.这里以能获得收敛解的时步倍率变

化范围的大小作为健壮性好坏的标志. 表 2为不同

的代数方程求解方法分别在 2 种网格下, 以每个松

弛因子的 ADI 计算时间为基准 (取为 1) 的相对

CPU 计算时间, 表格中的最后一栏(平均值栏)还对

对应网格下的所有松弛因子的 CPU 时间取了平均

值.

通过对上述 2个问题的研究以及图 4和图 5所

示的健壮性比较分析表明:无论是在疏网格还是在

密网格下,算法的健壮性均会随着所选取的代数方

程求解方法的不同而不同,并且算法的健壮性可通

过改变代数方程的求解方法或求解方法中的参数而

进行控制调节.

不同求解方法的收敛速度对比如下: SIP 方法

在取较高的 a值时( a为 SIP 方法中的抵消参数) ,

收敛速度会大大提高,但其健壮性降低, 减小 a的

取值能够增强算法的健壮性, 但收敛速度减慢; 对

表 2和表 3 中所有松弛因子下的 CPU 时间取平均

可以看出, 当 a取值较高(如 a= 0� 93)时 SIP 方法

的平均收敛速度能较 ADI方法快 30% ~ 50% (见

平均值栏中的下划线所示) , 而在某些松弛因子

下, SIP方法较 ADI也能快 15% ~ 65% (见下划线

所示) ; 在 Kry lov 子空间法中, ILU( 0)预处理下的

Bi�CGSTAB方法的平均收敛速度较 ADI 方法快

15% ~ 40% (见平均值栏中的下划线所示) , 而在

某些松弛因子下, 较 ADI 快 10% ~ 55% (见下划

线所示) ,且在此收敛速度下仍旧能够有较好的健

壮性;另外, SIP和 Bi�CGSTAB方法相对于 ADI在

密网格下比在稀网格下有更快的收敛速度; ILU

( 0)预处理下的 TFQMR 方法的收敛速度远慢于

ADI,但在上述问题中却有着非常好的健壮性.

表 1 � 不同代数方程求解方法在 Ra= 10 000时所计算出的 N u值

网格数 ADI
SIP

a= 0� 93 a= 0� 85 a= 0� 52
T FQM R Bi�CGSTAB

42 ∋ 42 2� 258 2� 259 2� 259 2� 259 2� 258 2� 258

82 ∋ 82 2� 248 2� 247 2� 249 2� 249 2� 248 2� 248

文献值[ 10] 2� 245
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表 2 � 顶盖驱动流在不同代数方程求解方法及不同网格下的相对 CPU 时间

内迭代法 网格数
E

0� 111 0� 250 0� 429 0� 667 1. 0 00 1� 50 0 2� 333 4. 000 9 . 000 19 . 000 24. 000
平均值

ADI
52∋ 52 1� 00 1� 00 1� 00 1� 00 1� 00 1� 0 0 1� 00 1� 00 - - - 1. 0 0

82∋ 82 1� 00 1� 00 1� 00 1� 00 1� 00 1� 0 0 1� 00 1� 00 - - - 1. 0 0

Bi�CGS TAB
52∋ 52 0� 57 0� 66 0� 74 0� 83 0� 89 - - - - - - 0� 7 4

82∋ 82 0� 46 0� 52 0� 61 0� 76 0� 72 - - - - - - 0� 6 1

SIP

a= 0� 93

a= 0� 85

a= 0� 52

52∋ 52 0� 52 0� 59 0� 63 0� 67 - - - - - - - 0� 6 0

82∋ 82 0� 36 0� 45 0� 48 0� 58 - - - - - - - 0� 4 7

52∋ 52 0� 68 0� 71 0� 74 0� 77 0� 80 - - - - - - 0� 7 4

82∋ 82 0� 49 0� 61 0� 62 0� 69 0� 66 - - - - - - 0� 6 1

52∋ 52 0� 96 0� 95 0� 91 0� 90 0� 95 1� 0 9 1� 16 1� 06 - - - 1. 0 0

82∋ 82 0� 87 0� 91 0� 88 0� 90 0� 85 1� 0 2 1. 00 1. 00 - - - 0� 9 3

T FQM R
52∋ 52 2� 15 1� 92 1� 75 1� 60 2� 36 2� 1 7 2� 19 2� 26 - - - 2� 0 5

82∋ 82 3� 12 2� 52 2� 08 1� 83 2� 60 2� 2 0 1� 79 2� 14 - - - 2� 2 9

表 3 � 方腔自然对流在不同代数方程求解方法及不同网格下的相对 CPU 时间

内迭代法 网格数
E

0� 111 0� 250 0� 429 0� 667 1. 0 00 1� 50 0 2� 333 4. 000 9 . 000 19 . 000 24. 000
平均值

ADI
42∋ 42 1. 00 1. 00 1. 00 1 . 00 1. 00 1. 0 0 1. 00 1. 00 1. 00 1 . 00 1. 00 1. 0 0

82∋ 82 1. 00 1. 00 1. 00 1 . 00 1. 00 1. 0 0 1. 00 1. 00 1. 00 1 . 00 1. 00 1. 0 0

Bi�CGS TAB
42∋ 42 0� 66 0� 73 0� 78 0� 75 0� 69 0� 7 3 0� 75 0� 77 - - - 0� 7 3

82∋ 82 0� 57 0� 64 0� 69 0� 66 0� 60 0� 6 2 0� 64 0� 66 - - - 0� 6 4

SIP

a= 0� 93

a= 0� 85

a= 0� 52

42∋ 42 0� 65 0� 71 0� 75 0� 75 0� 69 0� 6 9 - - - - - 0� 7 0

82∋ 82 0� 48 0� 56 0� 62 0� 61 0� 59 0� 6 1 - - - - - 0� 5 8

42∋ 42 0� 70 0� 79 0� 81 0� 82 0� 79 0� 8 2 0� 78 0� 80 - - - 0� 7 9

82∋ 82 0� 57 0� 66 0� 72 0� 70 0� 71 0� 7 2 0� 72 - - - - 0� 6 9

42∋ 42 0� 85 0� 93 1. 00 1� 09 1� 09 1� 1 2 1� 11 1� 13 1� 10 1� 08 1� 07 1� 0 5

82∋ 82 0� 77 0� 83 0� 92 1� 03 1� 01 1� 0 4 1� 05 1� 05 1� 04 1� 01 0� 93 0� 9 7

T FQM R
42∋ 42 1� 42 1� 47 1� 60 1� 81 1� 77 1� 5 7 1� 48 1� 49 1� 21 1� 17 1� 16 1� 4 7

82∋ 82 2� 05 1� 75 2� 34 2� 85 2� 63 2� 3 9 2� 03 1� 37 1� 39 1� 32 1� 24 1� 9 4

� � ( a)网络数为 52 ∋ 52 � � � � � � � � � � � � � � � � � ( b)网格数为 82 ∋ 82

图 4 � 顶盖驱动流健壮性比较结果
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� � ( a)网络数为 42 ∋ 42 � � � � � � � � � � � � � � � � � ( b)网格数为 82 ∋ 82

图 5 � 方腔自然对流健壮性比较结果

3 � 结 � 论

( 1)处理压力与速度耦合关系算法的健壮性

与代数方程求解方法的健壮性有关.

( 2)改变代数方程求解方法或调整求解方法

中的某些参数, 可以对算法的健壮性进行部分调

节与控制.使用不同预处理技术的 Krylov 子空间

法, 有望进一步强化算法的收敛性与健壮性.

( 3) SIP 方法中的 a是能够对算法收敛性及健

壮性进行平衡的控制因子. 当 a取值较高时, SIP

能够获得比 ADI 快 30% ~ 50%的平均收敛速度,

在某些松弛因子下, SIP 较 ADI 能快 15% ~ 65% ,

但健壮性会减弱. 减小 a值(如对上述 2 个问题取

a= 0� 52 时) , 可获得与 ADI 相同的收敛速度, 但

健壮性远好于 ADI, 所以综合而言, SIP 是优于

ADI的代数方程求解方法.

( 4) Krylov 子空间法中的 ILU( 0)预处理下的

Bi�CGSTAB方法收敛速度较 ADI 平均能快 15%

~ 40% , 在某些松弛因子下能快 10% ~ 55% ,而且

在此收敛速度下仍旧能够保持较好的健壮性. SIP

方法通过调整 a值也能获得这样的收敛速度, 但

在此速度下算法所表现出的健壮性却差于 Bi�CG�
STAB方法,所以综合比较健壮性和收敛速度这两

方面的因素, Bi�CGST AB是代数方程求解的较好

方法;

( 5) Krylov 子空间法中的 ILU( 0)预处理下的

TFQM R方法收敛速度慢于以上各方法,但其健壮

性最佳.
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