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稳定性可保证二阶格式在多重网格中的
有效性和经济性
马良栋, 李增耀, 陶文铨

(西安交通大学动力工程多相流国家重点实验室, 710049, 西安)

摘要: 基于一种稳定性可保证的二阶差分格式( SGSD) , 对 SIM PLE 算法实施了完全多重网格循环以加速

外迭代的收敛. 采用规正变量的方法实施了 SGSD. 通过对二维顶盖驱动流动的计算, 分析了多重网格在

SIM PLE算法中的收敛特性.计算结果表明: SGSD格式具有与其他高阶格式及高阶组合格式相同的计算精

度,且收敛速度优于其他高阶格式, 在雷诺数较高时( R e= 3 000) ,其收敛速度是二阶迎风格式的 1� 77倍,是

QUICK格式的 1� 37陪, 同时在疏密网格层次上均可以保证计算的稳定性; 采用多重网格加速 SIM PLE 算

法的迭代时,不仅要考虑多重网格的循环方式,还要考虑对流项的离散格式,在计算中 SGSD格式具有明显

的优势.
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Abstract: Based on a new stability�guaranteed second�or der difference ( SGSD) schem e, the full m ult igr id

cycle w as implem ented in SIM PLE alg orithm in order to accelerate converg ence of outer�iter at ion. The

dif ference schem e w as implemented by using nor malized variable m ethod. T he converg ence characterist ics

of full mult igrid cycle in SIM PLE alg orithm w ere analyzed by numerical simulat ion of 2D lid�driven cavity

flow. T he results show that the SGSD schem e can reach second�order accuracy compar ed w ith other high�
order schem es and the conver gence rate is higher than that of other schemes. T he converg ence rate of

SGSD is 1� 77 t imes that of second�order upw ind differ ence scheme and 1� 37 t im es that of QU ICK scheme

w ith Re= 3 000, and the stability can be guaranteed in coarse or fine g rid. When the mult igrid technique is

adopted to accelerate the conver gence rate, bo th the circulat ion pat ter n and the discret ization scheme of

convect ion term should be taken into account . In this reg ard, the SGSD scheme has an obvious advantage

fo r m ult igrid implementat ion.
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� � 在求解不可压缩流动时, SIMPLE 算法 [ 1] 是最

为广泛采用的算法之一. 为了提高数值精度, 不得不

加密网格, 但如果采用传统的迭代解法 (如 SOR、

ADI等) ,随着网格的加密, 收敛速度就会减慢. 为

了加快迭代的收敛, 多重网格方法被引入到 SIM�
PLE 算法中.将多重网格技术运用到 SIM PLE 算法
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时,在不同尺度的网格上实现了压力和速度之间的耦

合,因而可以促进非线性问题的收敛
[ 2]

. 在 SIM PLE

算法中,将多重网格用到外迭代中具有很好的收敛特

性[ 3] ,然而当计算在不同疏密的网格上进行时,对流

项差分格式稳定性的问题更加突出.比较早的文献一

般采用一阶迎风或混合格式[ 4,5] ,但计算精度较低,不

能适应计算传热学的需要.为了采用高阶格式,文献

中一般采用亏损修正( defect correction)
[ 6, 7]
或高阶组

合格式( SGSD)如 MUSCL 等
[8]

.本文采用一种稳定

性可保证的二阶差分格式( SGSD) ,同其他常用高阶

格式进行了比较,并通过顶盖驱动流动分析了该格式

在将多重网格应用到 SIM PLE算法中时的有效性和

经济性,得出了比较好的结果.

1 � 多重网格方法

1� 1 � 多重网格的实施
将多重网格运用到 SIM PLE 算法中时, 采用完

全逼近方式( FAS) , 对未知变量 �本身在几重网格

上进行求解.设离散方程具有以下形式

A�= b ( 1)

则从 k 重网格向( k- 1)重网格传递时, 在( k- 1)重

网格上形成的是关于 k重网格上正确值的一个近似

值的方程,即

A
k- 1 �k- 1

= b
k- 1

+ I
k- 1
k ( b

k
- A

k �k
) +

( A
k- 1

I
k- 1
k  �k

- b
k- 1

) ( 2)

� � 由上式得出  �k- 1后, 应用延拓算子来获得 k 重

网格上的改进值,即

 �k
new =  �k

old + I
k
k- 1( �k- 1

- I
k- 1
k  �k

old) ( 3)

在应用多重网格时,要确定在不同疏密程度的网格

之间如何进行迭代循环, 本文中采用完全多重网格

循环(FM G) ,其循环方式见图 1.

5、3分别表示限定和延拓之后的迭代次数

图 1� FM G V (5, 3)循环

1� 2 � 限定和延拓
多重网格程序包括 2个部分, 即限定和延拓. 本

文中限定算子和延拓算子均采用双线性插值, 具体

的插值算子见文献[ 8] .在限定和延拓之前进行的迭

代次数用 V ( �x , �y )表示, 其中 V 表示采用 V 循环

方式进行光顺和延拓, �x 表示从密网格通过限定算

子传递到下一级疏网格之前的迭代次数, �y 表示从

疏网格通过延拓算子传递到相邻的密网格之后的迭

代次数,本文分别取 �x、�y 为 5和 3.

2 � SGSD格式的实施

文献[ 9]中提出了 SGSD格式.引入规正变量的

定义[ 10]
, 则 SGSD格式可以表示为

 �SGSD
f =  

!x f - !x C

1 - !x C
+

!x f - 1
!x C - 1

 �C + (1 -  )
!x f

!x C
 �C

(4)

式中:下标 f 代表控制容积的界面位置;  定义为

 =
2

( 2+ | P ! | )
(5)

式中: P !是网格 Peclet数.

由规正变量定义式可知, 界面变量 �可以改写

为

�f =  �f (�D - �U) + �U (6)

式中: 下标 U、C、D 分别指位于流动方向的上游、

中游及下游位置的 3个相邻的点,如图 2所示.

本文在实施 SGSD 过程中采用延迟修正
[ 11]
的

方法,则式( 6)可以改写为

�f = �FU D
f + [ �SGS D

f - �FU D
f ]

old
(7)

� � 控制方程离散形成的代数方程采用强隐方法
(SIP) [ 12]求解.在 SIM PLE 外迭代的过程中,对于动

量方程,只进行一次 SIP内迭代,而对于压力修正方

程,可以多进行几次 SIP 迭代(本文中进行 10次迭

代) .

图 2� 规正空间坐标定义图

3 � 经济性和有效性讨论

在这里主要讨论 SGSD 格式在同位网格 SIM�
PLE 算法中的经济性和有效性.本文对二维方腔顶

盖驱动流动进行了数值计算, 物理问题见文献[ 3] ,

并将结果与 SU D、M USCL、SM ART 以及 QUICK

等高阶格式在相同条件下进行了比较.

计算中采用非均分 4重网格, 最稀网格数为 12

! 12,最密网格为 82 ! 82.对于非均分网格, 相邻两

重网格之间网格的步长比满足以下关系式
[ 13]

∀k = ( ∀k- 1 )
1/ 2

(8)

所以在最密的网格层次上,网格几乎近似为均匀网

格.计算中 Re取为 1 000、2 000、3 000, 其定义为
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Re =
uH
#

( 9)

式中: u 为顶盖移动速度; H 为方腔的高度; #为流

动介质运动黏度.

动量方程和压力修正方程的亚松弛因子分别为

0� 5、0� 2. 迭代的收敛标准为所有方程的相对残余小

于 10- 6
.

以文献[ 14]为基准解,表 1、表 2分别给出了非

均匀网格条件下中心线上的速度 u和速度 v 的相对

误差,其相对误差的计算式为

∃=
1
N ∀

N

i= 1

�c, i - �ex, i

�ex, i
(10)

式中: �代表变量 u 和 v ; 下标 c表示计算值, ex 表

示基准解; N 为方腔中心线上的结点数.

� � 当 Re= 1 000 时, 从表 1、表 2 中可以看出,

SGSD格式的精度可以达到高阶组合格式 MU SCL

和 SMART 格式等的精度, 在不同的网格层次上,

SGSD格式的精度均超过了 MU SCL 和 SMART 格

式,与 QU ICK格式相当,在 82 ! 82的网格上,其相

对误差只有 0� 56% , 小于其他高阶格式.由以上所

述可以看出, SGSD格式的精度在二阶精度以上. 图

3给出了 5种格式在非均匀网格条件下中心线上的

速度 u和速度 v 的分布.

� � 表 3给出了在非均匀网格条件下 5种格式的收

敛时间和迭代次数,表中的数据以 SUD 格式在 Re

等于 1 000时所需要的时间规整.当 Re= 1 000时,

5种格式的收敛时间差不多,随着 Re的增大, SGSG

格式的收敛时间远远快于其他的格式, 当 R e 为

3 000时, M USCL 与 SM ART 格式在给定的迭代次

数下不能达到收敛, SGSD 的收敛速度是 SUD 的

1� 77倍, 是 QU ICK 的 1� 37倍. 表 4给出了 SGSD

格式在单重网格与完全多重网格循环下的比较, 可

以看出,使用完全多重网格可以大大加快收敛速度.

在 82 ! 82的网格层次上, 单重网格( SG)的迭代时

间是多重网格的 5倍以上, 随着雷诺数的增大, 多重

网格的优势越发明显.

4 � 结 � 论
( 1)在非均匀网格下, SGSD格式可以得到与其

他高阶格式以及高阶组合格式相同的计算精度, 收

敛速度要高于其他高阶格式.

( 2) SGSD格式具有较好的经济性和有效性,在

不同的网格层次上,可以保证计算的稳定.

( 3)采用多重网格加速 SIM PLE 算法的迭代

时,由于在不同的疏密网格上进行迭代求解,因此不

仅要考虑多重网格的循环方式,还要考虑对流项离

( a)垂直中心线上( x= 0� 5)速度 u 的分布 ( b)水平中心线上( y= 0� 5)速度 v 的分布

图 3� 不同高阶格式的精度比较( Re= 1 000,非均匀网格( 82 ! 82) )

� � � � � � � � 表 1 � 5种高阶格式的非均匀网格下 x 为 0� 5时速度 u的相对误差 %

网格数 SGSD SUD M USCL SM ART QUICK

12! 12 35� 289 8 35� 173 6 40� 365 9 40� 476 7 36� 133 7

22! 22 14� 609 8 10� 319 8 16� 398 0 16� 725 4 14� 602 3

42! 42 3� 629 7 2� 993 9 3� 331 5 3� 478 2 3� 330 5

82! 82 0� 559 6 1� 382 2 0� 776 2 0� 855 4 0� 882 8

� � � � � � � � 表 2 � 5种高阶格式的非均匀网格下 y 为 0� 5时速度 v的相对误差 %

网格数 SGSD SUD M USCL SM ART QUICK

12! 12 45� 336 4 54� 065 8 46� 426 6 46� 139 9 49� 659 0

22! 22 22� 189 2 21� 339 2 23� 556 4 23� 351 5 21� 883 0

42! 42 6� 553 9 6� 062 7 6� 932 8 6� 779 1 6� 369 7

82! 82 1� 058 0 1� 837 4 1� 125 9 1� 066 4 1� 027 9
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表 3 � 5种高阶格式的迭代次数和迭代时间

Re 网格数
外迭代次数

SGSD SUD M USCL SM ART QUICK

tCPU / s

SGSD SUD M USCL SM ART QUICK

1 000

2 000

3 000

12 ! 12 98 98 93 259 107

22 ! 22 148 151 148 155 169
1� 20 1. 00 1� 34 1� 47 1� 13

42 ! 42 113 87 135 127 113

82 ! 82 64 57 71 68 64

12 ! 12 117 112 118 800 138

22 ! 22 206 211 212 1 400 260
1� 55 2� 08 2� 88 3� 73 1� 88

42 ! 42 190 176 242 250 200

82 ! 82 71 134 149 131 106

12 ! 12 125 120 * * 156

22 ! 22 233 236 * * 319
1� 97 3� 48 * * 2� 70

42 ! 42 269 288 * * 283

82 ! 82 85 211 * * 142

� � 注: * 表示不能达到收敛标准.

表 4 � SGSD格式单重网格与多重网格的比较

Re 网格数
N

SG FMG NSG/ NFMG

tCPU / s

SG FMG tSG / tFMG

1 000

12! 12 98 98 1�000 0�063 0� 063 1� 000

22! 22 209 148 1�412 0�250 0� 218 1� 146

42! 42 332 113 2�938 1�219 0� 922 1� 322

82! 82 696 64 10� 875 12�17 2� 280 5� 338

2 000

12! 12 117 117 1�000 0�078 0� 078 1� 000

22! 22 297 206 1�442 0�266 0� 266 1� 000

42! 42 598 190 3�147 2�313 1� 359 1� 702

82! 82 992 71 13� 972 17�550 2� 940 5� 969

� 注: N 为迭代次数.

散格式.
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