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二维各向异性非结构化网格的自动生成与应用

徐明海 , 陶文铨
(西安交通大学能源与动力工程学院 , 710049 , 西安)

摘要 : 根据生成适体坐标网格空间变换的思想 ,结合 Delaunay 非结构化网格生成技术 ,实现了各

向异性非结构化网格的生成. 剖分算例表明 ,通过给定测度矩阵 ,可以控制生成预期的网格. 针对各

向异性导热问题的控制容积有限元法 (CVFE) 离散数值计算表明 ,用各向异性网格比各向同性网

格收敛快.
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Generation and Application of 2D Anisotropic Unstructured Grids

X u M inghai , Tao Wenquan
(School of Energy and Power Engineering , Xi′an Jiaotong University , Xi′an 710049 , China)

Abstract : Based on the space transformation concept and the Delaunay triangulation method , an ap2
proach for generation of anisotropic unstructured grids was proposed. The application of such grid to

numerical solution of heat conduction problem with anisotopic thermal conductivity reveals that such

anisotropic grid is efficient to anisotropic heat conduction problem.
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　　各向异性网格是指在不同方向上有不同伸展度

的网格 ,这种网格在边界层流动与传热问题和各向

异性材料导热等问题的数值计算中有应用价值. 文

献中关于各向异性网格生成方法的研究还比较少 ,

文献[1 ]提出了采用控制网格的伸展程度、伸展方向

和生长来生成各向异性网格的方法. 本文采用测度

空间下的距离修正 ,用 Delaunay 算法自动地生成了

各向异性非结构化网格.

1 　各向异性网格的生成算法原理

用 Delaunay 三角形化生成非结构化网格的关

键是距离度量 ,要求三角形的外接圆不包含其他节

点在内[2 ] . 由于节点所在空间各方向的伸展度均匀

一致 ,故生成的单元也最大程度地满足了与方向无

关的要求 ,单元在形状上也更接近于正三角形. 各向

异性网格是指网格单元沿某一方向的伸展度较大 ,

而沿另一方向的伸展度较小 ,单元的形状扁平 ,而不

是接近于正三角形的网格. 若将欧几里德空间距离

看成是一种测度为 1 的距离 ,通过对距离计算施加

测度不为 1 的修正 ,可望在欧氏空间内生成各向异

性网格. 在生成适体网格时[3 ] ,通过适当的变换可

使物理平面内不规则的区域变换成计算平面内的矩

形 ,根据这种思想可以构造距离修正测度.
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　　设欧氏空间为 ( x , y) ,测度空间为 ( u , v ) ,二者

满足对应关系 x = x ( u , v ) , y = ( u , v ) . 欧氏空间

某点 P 处微元距离的平方为

d s2 = d x 2 + d y2 = ( x ud u +

x vd v) 2 + ( yud u + yv d v) 2

= (d u ,d v)
x 2

u + y2
u x u x v + yuyv

x u x v + yuyv x 2
v + y2

v

d u

d v
=

(d u , d v)
a′b′

b′c′

d u

d v
(1)

根据反变换 ,可得测度空间的距离为

d2
M = (d x , d y)

a ( x , y) 　b ( x , y)

b ( x , y) 　c ( x , y)

d x

d y
　(2)

由式 (2) 可见 ,欧氏空间距离与测度空间距离相差一

个矩阵修正 ,这说明欧氏空间两点间的距离通过选

择不同的变换 ,在变换空间有不同的值. 反过来 ,通

过测度矩阵修正距离 ,可使欧氏空间内不共圆的点

在测度空间内共圆 ,这样就可以利用 Delaunay 算法

在测度空间内生成经典的非结构化网格 ,再变换到

欧氏空间内形成各向异性非结构网格.

可以看出 ,当 x = u , y = v 或 x = v , y = u 时 , a

= b = 1 , c = 0 ,测度空间与欧氏空间的距离相等 ,即

测度距离就是欧氏距离 . 当 x =αu , y =βv 时 ,相当

于对整个区域 x 、y 两个方向分别放大或缩小了α、

β倍 , ( x , y) 平面内的圆就成了 ( u , v ) 平面内的椭

圆. 这从圆的方程可以看出 : ( x - x 0) 2 + ( y - y0) 2

= r2 ] α2 ( u - u0) 2 +β2 ( v - v0) 2 = r2 . 当变换是非

线性时 ,测度矩阵随位置而变 , ( x , y) 平面内的圆则

不一定对应为椭圆 ,当矩阵元素 a、b 和 c 满足 ac -

b2 > 0 时 ,对应的图形为闭合曲线. 测度空间内两点

A 与 B 间的距离 ( DM) 是微元距离 dM 的积分

2 　算法实施

2 . 1 　测度距离近似

先回顾 Delaunay 三角形化算法的内核. 在由 i

个点构成的三角形网格系统 T i 中 ,插入一新点 P ,

搜索此点所破坏的三角形集合 C ,去掉这些三角形 ,

得到围绕 P 点的空腔 CP. 空腔 CP 应是关于点 P 的

星状多边形 ,连接 P 与多边形的顶点 ,构成新的单

元集合 Cn ,从而形成网格系统 T i + 1 ,用公式表示为

T i +1 = T i - CP + Cn (3)

可以看出 ,其关键之处在于构建空腔 CP ,而在构建

CP 的过程中 ,需要计算点 P 到某个三角形 K 的外

接圆圆心的距离 d 和圆的半径 R K. 这一过程隐含了

两个问题 ,即外接圆圆心的确定与半径的计算和点

到圆心两点间的距离计算. 很明显 ,假如在计算两点

间的距离时 ,沿不同的方向给予不同的放大、缩小因

子 ,再做 Delaunay 包含判断 ,这样形成的网格就有

一定的方向特性. 当把这种距离修正用于 Delaunay

网格生成时 ,就可生成各向异性网格.

在寻找插点空腔时 ,首先要建立测度空间的圆

方程 (确定圆心和圆半径) ,然后做外接圆包含判断.

设 P1 、P2 和 P3 为三角形 K 的 3 个顶点 ,寻找 O K

使之到 P1 、P2 和 P3 等距离 ,即

R K = DM ( O K , P1) = DM ( O K , P2) = DM ( O K , P3)

(4)

由式 (4) 可以确定 O K 和 R K ,然后判断下式

αM , P ( P , K) = DM ( O K , P) / R K < 1 (5)

是否成立即可. 以上过程即为 Delaunay 三角形化算

法的内核.

求解式 (4) 是非常困难的 ,因为它是非线性积分

方程组 ,故只采用有限个点处的测度计算 ,测度距离

的近似式如下

DM , P
1
( O K , P1) = DM , P

2
( O K , P2)

DM , P
1
( O K , P1) = DM , P

3
( O K , P3)

(6)

式 (6) 与式 (4) 的差别在于计算 DM , P ( O K , Pi) 时 ,前

者的测度矩阵 M 从 O K 到 Pi 是变化的 ,而后者用

P1 、P2 、P3 三点处的测度矩阵 ,且在距离计算中为

常数 ,这样就大大地简化了计算 ,但用于实际计算仍

然是麻烦的. 为了进一步减少计算工作量 ,采用的离

散近似方式为

DM , P ( O K , P1) = DM , P ( O K , P2)

DM , P ( O K , P1) = DM , P ( O K , P3)
(7)

式 (7) 与式 (5) 结合 ,可用于判断破坏的三角形. 式

(7) 与式 (6) 相比 ,只是用到的测度矩阵不同 ,式 (7)

只用插入点 P 处的测度 ,可使计算进一步简化 ,式

(7) 中的 P1 是三角形 K 的 3 个顶点中不在插点空

腔上的那个点.

另外有两种近似是用更多点的测度矩阵计算 ,

工作量有所增加 ,它们是

αM , P ( P , K) +αM , P
1
( P , K) < 2 (8)

αM , P ( P , K) +αM , P
1
( P , K) +αM , P

2
( P , K) +

αM , P
3
( P , K) < 4 (9)

式 (5) 、式 (8) 和式 (9) 都是有效的 ,因为它们所形成

的空腔是关于点 P 的星状多边形. 式 (8) 和式 (9) 与
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式 (5) 的不同在于用到的测度矩阵 M 所选的位置

不同. 也可以看出 ,各向异性网格的生成与各向同性

网格不同 ,三角形的外接圆的圆心和半径与测度所

用的取值点有关 ,还与插入点有关 ,因此在计算过程

中它们都是临时的 ,没有必要保存. 数值实践表明 ,

在距离计算中所用的测度矩阵越多越好 ,式 (9) 的效

果最好 ,但计算量最大.

2 . 2 　边界剖分

为了保证边界剖分与内部剖分都满足网格步长

的要求 ,边界剖分也得依据测度要求完成. 边界剖分

的基本思想是在测度空间内 ,把边界剖分成网格步

长尽量接近于 1 的节点序列 ,剖分过程包括边界长

度的计算和剖分两个步骤. 测度空间的计算曲线弧

长实际上可以近似地认为是实际弧长与网格步长的

比值 ,也就是曲线依步长分成的段数. 因为步长是随

其在曲线上位置的不同而不同的 ,因此必须逐段计

算 ,以体现这种特点.

设某一段边界如图 1 所示 ,起点和终点分别为

A 和 B ,其参数方程为 x = x ( t ) , y = y ( t ) ,网格控

制空间对应的测度空间为 M ( x ( t ) , y ( t ) ) ,则在测

度空间内对应的弧长为

S N =∫
1

0
( t ( Ûx , Ûy) M ( x , y) ( Ûx , Ûy) ) 1/ 2

d t 　(10)

图 1 　某段边界示意图

式 (10) 只有在 M 、x 和 y 的函数较为简单时 ,才能

完成解析积分 ,为此本文采用数值积分 ,用迭代的办

法求解.

弧长的计算步骤如下 :

(1) 把 AB 分成 N 段 ,Δt = 1/ N , t i = iΔt , i =

0 ,1 ,2 , ⋯, N ;

(2) 计算每段的长度

S i ( x i , y i) = { [ ( Ûx i , Ûy i)
t M ( x i , y i) ( Ûx i , Ûy i) ]

1/ 2
+

[ t ( Ûx i +1 , Ûy i +1) M ( x i +1 , y i +1) ( Ûx i +1 , Ûy i +1) ]
1/ 2

}Δt / 2

(11)

计算弧长 　　S N = ∑
N - 1

i = 0
S i

(3) 判断 S N 与 N 的接近程度 ,如果 N - 1 < S N

< N + 1 成立 ,停止计算 ;否则令 N = IN T ( S N ) ,转

到步骤 (1) .

这样计算所得的各个点并不能满足网格步长的

要求 ,因而不作为节点 ,仅供计算曲线在测度空间中

的长度之用. 边界的剖分步骤为 :

(1) 计算测度空间每段的弧长 �S i = S N / N ,显然

�S i是非常接近于 1 的数 ;

(2) 从 t i = 0 开始 ,逐段计算 t i + 1 ,使得 S i = �S i

成立 ,可得该段边界的剖分节点 , S i 的计算与弧长

的计算步骤 (2) 相同 ,因为 t i = 0 对应着 A 点 , tN =

1 对应着 B 点 ,故只需计算确定 t i ( i = 1 ,2 , ⋯, N -

1) . 2 . 3 　内部节点的生成

按上述方法形成的初始 Delaunay 三角形网格 ,

一般不能满足计算要求 ,需要在内部布置节点. 内点

有许多生成方法 ,本文采用沿内边 (指除边界边以外

的边) 布置的方式生成内点 ,步骤如下 :

(1) 取某内边 AB 的阈值δ(δ= 111) ;

(2) 计算测度下的长度 lM ( A , B ) ,若 lM ( A , B )

>δ,把 AB 两等分 ,得中点 Q ;

(3) 进一步计算 lM ( A , Q) 和 lM ( Q , B ) ,这一

过程采用递归函数进行 ,若 lM ( A , Q) >δ成立 ,则

B = Q ,转步骤 (2) ;若 lM ( Q , B ) <δ成立 ,则 A =

Q ,转步骤 (2) ;否则 ,接受 Q 点为新插点的候补点 ;

(4) 遍历所有内边 ,执行步骤 (2) 和步骤 (3) ,就

得到 本 次 网 格 系 统 的 所 有 插 入 点 的 列 表

NODEL IST ;

(5) 若 NODEL IST 非空 , 则把其所有点按照

Delaunay 网格的生成原则插入到网格系统中 ,转到

步骤 ( 1 ) , 完 成 下 一 轮 点 的 生 成 与 插 入 ; 若

NODEL IST 为空 ,则停止计算.

在所生成的点中 ,不同边上的节点距离可能非

常小 ,需要把 NODEL IST 中两点的距离小于某一值

ε的其中一点剔除 ,这样生成的网格基本上不需进

行优化. 另外 ,为减少计算工作量 ,对边进行标识 ,对

于长度满足阈值要求的边标记其属性为 1 ,否则为

0 ,这样可只对属性为 0 的边进行操作.

3 　部分算例及应用

311 　测度距离近似的影响

利用测度空间的 Delaunay 三角形化剖分方法 ,

编制了剖分程序 ,针对几种区域和不同的测度图 ,进

行了剖分检验. 为了比较式 (5) 、式 (8) 和式 (9) 对剖

分结果的影响 ,针对边长为 1 的方形区域 ,在测度矩

阵 M1 =
h - 2

x 0

0 h - 2
y

, 网格步长 hx = 011 , hy =

015 hx 的情况下进行了剖分计算 (见图 2) .
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从图 2 可以看出 ,用式 (5) 和式 (9) 做测度距离

近似 ,剖分结果相差不大 ,但在用式 (9) 时计算量稍

大一些.

(a) 用式 (5) 做包含原则 (b)用式 (9) 做包含原则

图 2 　测度距离近似的影响

3 . 2 　测度矩阵的影响

为检验测度矩阵对网格系统的影响 ,还取边长

为 1 的方形域作为剖分目标 ,但所用的测度矩阵不

同 (用式 (9) 作为测度距离近似) . 取网格步长 hx =

011 , hy = 015 hx , 在测度矩阵 M1 和 M2 分别为

h - 2
x (3 hx hy) - 1

(3 hx hy) - 1 h - 2
y

两种情况下 , 进行了剖

分 ,结果如图 3 所示. 虽然在两个方向采用的网格步

长与图 2b 相同 ,但用图 3 与图 2b 相比可以看出 ,测

度阵不同 ,生成的网格差别是比较明显的.

3 　测度矩阵为 M2 时的结果

为了进一步检验程序的有效性 ,针对一个圆环

区域进行了剖分 ,并希望网格沿周向比径向的步长

大一些 ,切内圆处的网格步长较外圆处的小 ,并要求

二者的比值均匀.

取测度矩阵

M =
h - 2 (1 + 4 x 2) 4 xyh - 2

4 xyh - 2 h - 2 (1 + 4 y2)

这里测度矩阵随点的位置不同而不同 ,并且变化是

非线性的 ,图 4 所示是剖分结果. 可以看出 ,生成的

网格基本达到了设计要求.

上述方法还用来生成了更复杂区域中的各向异

性网格 ,限于篇幅 ,仅举图 5 所示为例.

图 4 　同心圆的剖分结果

图 5 　复杂区域各向异性网格举例

4 　应用举例

为了进一步检验各向异性网格的应用 ,针对一

个矩形区域中心有一个椭圆孔的两个导热问题 ,进

行了数值计算 ,如图 6 所示. 外边界温度为 0 K ,内

边界温度为 100 K. 材料的导热系数 k x = 5 W/ (m·

K) , ky = 110 W/ (m·K) ,用各向异性和同性网格分

别进行了计算. 图 6a 为各向异性网格 ,网格步长 h

= 0145 ,节点数 N P = 465 ,单元数 N E = 822 . 图 6b

为各向异性网格 ,节点数 N P = 464 ,单元数 N E =

788 ,网格步长 hx = 011 , hy = hx / 510 . 用上述两种网

格求解了此问题 ,采用 CVFE 方法离散微分方程.

在求解时 ,各向异性网格节点数 N P = 1 653 ,单元数

N E = 3 044 ,各向同性网格节点数 N P = 1 657 ,单元

数 N E = 3 090 . 在相同的求解方法下 ,收敛过程曲线

如图 7 所示. 图 7 表明 ,对各向异性导热问题 ,使用

各向异性网格有利于迭代收敛.
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　(a)各向同性网格 (b)各向异性网格

图 6 　各向同性及各向异性网格的对比

图 7 　两种网格的迭代收敛过程

5 　结　论

通过利用距离测度修正 ,用 Delaunay 网格生成

技术 ,实现了各向异性网格的生成. 网格的形状可以

通过给定测度分布图的方式来控制 ,与欧氏空间的

Delaunay 剖分技术相比 ,计算工作量明显增加 ,经典

的 Delaunay 网格生成算法可以认为是本算法的简

化.通过对各向异性材料的导热问题进行计算表明 ,

对于各向异性问题 ,采用各向异性网格求解的收敛速

度要比采用各向同性网格的收敛速度快.
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根据科技部科技信息研究所的统计 ,《西安交通大学学报》编辑部对 1999 年、2000 年在《西安交通大学

学报》发表的论文的被引用情况进行了分析. 分析结果表明 :一年来 ,学报论文的水平有所提高 ,引文频次有

所增加 ,刊物的影响因子由 1999 年的 01172 提高为 01198. 为了继续得到了广大作者的支持 ,提供高质量的

论文 ,以提高引文频次 ,扩大研究成果的影响面 ,现决定对 1999 年、2000 年发表在《西安交通大学学报》被引

用频次较高的论文予以奖励 ,授予以下论文“《西安交通大学学报》2001 年度优秀论文称号”并给予 700 至

500 元的奖励 (其中 500 元只能用做以后在本刊发表论文的版面费 ,获奖名单见本刊网页) .

西安交通大学学报编辑部
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