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第八章 捕捉界面的VOSET方法
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8.1 VOF与Level Set方法简介

8.2 捕捉界面的VOSET方法

8.3 VOSET方法求解有相变的气液两相流问题

8.4 VOSET向三维的推广

第八章 捕捉界面的VOSET方法
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8.1 VOF与Level Set方法简介

8.1.1 引言

8.1.2 VOF方法简介

8.1.3 Level Set 方法简介
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两相流是一类非常普遍的自然现象，广泛引用于多个工程

领域。例如：液滴/气泡流动，凝结，沸腾，晶体生长。两相流

中的运动界面的存在对直接数值模拟提出了新的要求。

8.1.1 引言

8.1 VOF 与 LEVEL SET 方法简介
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气液两相流数值模拟方法的分类

气液两相流的模拟由于存在两相而使数值方法的复杂性

大大增加，至今连如何分类也还没有统一的意见；在连续介

质的范围内就气液两相流的数值模拟而言，可以大别为以

下两大类：

1. 精细扑捉相界面的方法：随着流体的运动相界面的位置移动

能够精细地予以描述， 如VOF；

2.  非精细扑捉相界面的方法：求解流场及容积含气率等相分

布的变化，如均相模型，双流体模型等；即使分辨不同的相，

也只是假定分散相是均匀的颗粒，并不精细刻画其界面的变化，

如颗粒轨道模型，等。
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目前常用的几种的相界面捕捉方法：

(1) Volume of fluid (VOF)，流体体积方法

(2) Level Set (LS)，水平集方法

(3) Front tracking，前沿跟踪方法

(4) Phase-field，相场法

(5) VOSET，流体体积和水平集耦合方法

Unverdi S.O., Tryggvason G. , A front tracking method for voscous incompressible multi-

fluid flow. J. Compt. Physics, 1992, 100:25-34

Jacqmin D., A Calculation of two-phase Navier-Stokes flows using phase-field modeling. J. 

Compt. Physics, 1999, 155:96-127
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VOF方法用流体体积函数 (volume function) C 来标识两

相的分布。一个计算网格的流体体积函数指主相(reference 

phase)流体在整个网格中所占的体积比例。

根据流体体积函数的定义：

C = 0 表示网格不含主相； C = 1 表示网格完全被主相占据；

0 < C < 1 表示网格同时包含两相。

1.流体体积函数

1) 定义

8.1.2 VOF方法简介

1981年 由 Hirt 和 Nichols 提出。

Hirt C.W., Nichols B.D., Volume of fluid (VOF) method for the dynamics of free boundary, 

J. Compt. Physics, 1981,39:201-225
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1.0 0.8 0.2

0.3 0.03 0.0

完全被主相占据

同时包含两相 不含主相

2）C 函数的特点：

（1）有界性;（0 ≤ C ≤ 1）；

（2）在相界面上阶跃性变化。
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界面法线
方向

Cn
~




由于流体体积函数的阶跃性，使得计算界面曲率

和方向都不准确；因此一般不直接用其计算界面的法

方向和曲率，而是采用光顺化的流体体积函数 C
~

C

C



 


界面曲率

3）用流体体积函数计算界面方向和曲率

曲线的曲率是单位法
线的散度：

对平面，法线方向不变，

0
yx

nn

x y


 

  =0
曲率为零
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光顺化的流体体积函数可以通过对流体体积函数进行局部

平均和光滑求得。例如：

 , , , ,

,

,i j m n i j m n

m n

C C K r r  

这里的 K 为光顺化函数，例如可以使用B样条函数：

 

      
  

2 3
40 7 1 6 6 ( 1 2)

, 80 7 1 (1 2 1)

0 ( 1)

r r r

K r r r

r

   

   



   



   






ε 控制光顺化的厚度，一般选择三个网格宽度： ε = 3Δ

, ,i j m nr r r 

Cm,n位在光顺化厚度范围内的控制容积的体积函数；
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0

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Cu

t

C 

2. 流体体积函数的推进（演化 ）方程

界面扑捉是非稳态过程，求解的基本思想是首先确定流

场，其时通过物性参数来反映两相流，但不细化的界面；确

定流场后在一个给定的流场下，再推进主相的分布。

流体体积函数的控制方程只剩下瞬态项和对流项：

假设：

(1) 两相互不相溶；

(2) 没有相变、化学反应等过程消耗/生成主相；

一个网格的流体体积函数只因主相的流入/流出而变化。

无扩散项

无源项

1) 方程的导出
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将VOF方程的对流项变成守恒型：

0
C

u C C u
t


      


即：

  0



Cu

t

C 

对控制容积ΔV，时间步长 Δt 做积分：

  ( ) d d 0

t t

t t t

t A

C C V uC A t










    

主相体积变化 净流出体积

可以看出，VOF方法定义的主相通过网格交界面在不同的

网格中转移，这决定了VOF方法能保持总体的质量守恒。

= 0

散度形式
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VOF方程显然可以采用有界高阶组合格式按照纯对流问
题来求解。

但是，任何格式都无法避免假扩散，这使得流体体积函

数在推进的过程中阶跃性被逐渐抹平，相界面逐渐变厚。

为了解决这个问题，需要对格式进行修正以控制界面的

厚度。例如，有人用修正的MUSCL格式求解VOF方程。

另一种更普遍的方法是采用几何重构与推进方法求解

VOF方程，这样可以使流体体积函数的阶跃性能够自动保持。

S. Y. Lin, Y.H. Chin, C.M. Wu, J.F. Lin, Y.C. Chen, A pressure correction-

volume of fluid method for simulation of two-phase flows, Int. J. Numer. 

Meth. Fluids, 2012, 68, 181-195.

2) 方程的求解
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3.几何重构与推进方法

满足0 < C < 1的网格同时包含两相，自然也就包含相界面。

VOF相界面的重构，就是在一定的假定下，确定这一类网格内

部相界面的位置。

用几何方法求解 VOF 方程的每个时间步，包含两个步骤。

(1) 界面重构 (Reconstruction)；

(2) 界面推进 (Advection)；

根据重构得到的相界面位置，计算Δt 内主相流体在网格之

间的交换，得到下一个时层的流体体积函数。

1) 两个求解步骤

就是研究对于给定时刻的 C 分布如何随着流动而变化到下

一时刻的分布。

注意这是纯对流！
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先对一维度问题说明这两个步骤：已知三个相邻控制容积
中的体积函数之值，

(1) 界面重构

1 0Ci

i-1 i i+1

i+1/2

u

i-1 i i+1

Δx

C Δxi

只有网格 i 需要重构界面；在网格 i 上，设主相流体位于左

侧，界面与左边界的距离由流体体积函数确定，由于是一维问

题，界面只有垂直方向一种位置，重构界面很简单。

然后需要确定一
个时间间隔后该
单元的体积函数

2)一维度问题

重构的界面位置
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(2) 界面推进

i-1 i i+1

u Δt

C Δxi u

i+1/2

i+1/2

从网格 i 流入网格 i +1 的主相流体体积：

1/2iF  

xFFCC ii

t

i

tt

i  

 )( 2/12/1

从网格 i −1 流入网格 i 的主相流体体积：

tuF ii   2/12/1

计算下一时层网格 i 的流体体积函数：

1/2 (1 )iu t C x    0

1/2 (1 )iu t C x    
1/2 (1 )iu t C x    

(1 )C x 
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即要求一个时间步长推进的距离不能超过一个网格的长度，也

就需要限制时间步长。

1max 




x

tu

这就是限制时间步长的 CFL(Courant, Friedrichs, and 

Lewy)条件；设定的时间步长为：

max

FL

x
t C

u


 

这里的 CFL 就是 CFL 数，有时也称为 Courant 数。

实际计算中通常选择 CFL = 0.1或者更小。

3) 对时间步长的要求

此式当一个界面流速为0时也许满足，也就是：

xFFCC ii

t

i

tt

i  

 )( 2/12/1

-1/2 1/2 -1/2 +1/2/ ) /i i i iF F x u t u t x      （ ） （

从C的有界性： -1/2 1/2 /i iF F x （ ） 最大值必小于等于1，



18/126

4) 二维相界面的重构

(1) 确定界面法线方向；

(2) 确定界面位置；

  Cnnn yx

~
, 



将一个网格内的相界面重构为一个

线段。线段的方向为二选一：要么水平，

要么竖直。线段方向的选择取决于界面

法方向的哪一个分量更大，

显然，这是一种很粗糙的界面重构方
法。

1）Hirt 和 Nichols的重构方案

；   水平 垂直
x y y x

n n n n
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n


2) Piecewise Linear Interface Calculation (PLIC)重构方案

PLIC重构界面的关键在于准确的计算界面方向。

将一个网格内的相界面重构为一个线段。线段可以是任意

坡度，线段与界面法线方向垂直。

目前，PLIC仍是使用最广泛的VOF界面重构方法。
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Youngs D. L., Time-dependent multi-material flow with large fluid distortion. 

In: Morgan K. W., Baines M.J. (eds), Numerical methods for fluid dynamics, 

New York: Academic, 273-285,1985

Blue line is the actual interface, red ones are the 

reconstructed surfaces.

（a）Hirt/Nichols （b）PLIC method
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4.PLIC方法的详细说明

1) 界面重构

在二维问题中相界面在控制容积中的位置有16种可能的情

况，取决于其表面外法线的值（nx,ny) ;例如对nx<0, ny>0 有以下

四种情况

通过对界面方向进行翻转，可均化归为 nx > 0, ny > 0 的问题，

可能的界面形状只有以下四种类型。

y

x
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(a) 类型1 (b ) 类型2 (c) 类型3 (d) 类型4

相界面

对于每一类型的界面，都可以根据以下条件用几何的方

法确定其位置：

(1) 阴影部分面积比等于流体体积函数；

(2) 相界面垂直于法线 (nx, ny)。

即：如果已知控制容积的流体体积函数及界面法线的两个分

量，就可确定截面位置（确定线段的两个端点），也就完成

了界面重构。
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, 1, 1 1, 1, 1 1, 1 1, 1, 1( 2 2 ) / 8x

i j i j i j i j i j i j i jn C C C C C C x              

, 1, 1 , 1 1, 1 1, 1 , 1 1, 1( 2 2 ) / 8y

i j i j i j i j i j i j i jn C C C C C C y              

界面法线矢量的两个分量可用相邻九点的C 值确

定:


























,i j

对上式几何意义的理解：水平方向的变化率相应与

水平分量，同时i位置有更大的权重。
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考虑网格(i, j)的右边界：

Fi+1/2

如果ui+1/2 > 0，红色虚线部分流体从右边界流过界面；

如果ui+1/2 < 0，在网格(i+1, j)中计算界面 i+1/2上流入的流量。

用同样的方法计算网格上、下、左边界主相流体的流出量：

  VFFFFCC jijijiji

t

ji

tt

ji  



2/1,2/1,,2/1,2/1,,

2) 界面推进
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这是一种方向分裂 (split)的 推进算法，其不足之处在于一

部分体积被重复计算。

G. Tryggvason, R. Scardovelli, S. Zaleski, Direct Numerical Simulations of 

Gas-Liquid Multiphase Flows, Cambridge University Press, New York, 2011

虚线所示面积被重复计算。
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目前已发展出基于许多PLIC的非分裂(unsplit)推进算法，

例如：

下列论文的作者也公布了他们的计算程序:

J. López, J. Hernández, P. Gómez, F. Faura, A volume of fluid method based 

on multidimensional advection and spline interface reconstruction, J. Comput. 

Phys, 195, 718-742, 2004

J. Hernández, J. López,  P. Gómez, F. Faura, A new volume of fluid method in 

three dimensions. Part I: Multidimensional advection method with face-

matched flux polyhedra, Int. J. Numer. Meths. Fluids, 58, 897-921,2008

VOFTools, a package of FORTRAN subroutines with analytical and 

geometrical tools for 2D/3D VOF methods in general grids

http://www.dimf.upct.es/personal/lrj/voftools.html

http://www.dimf.upct.es/personal/lrj/voftools.html


27/126

Level Set方法用一个连续函数 ϕ (Level set函数)的零等值

面表示相界面。用其正负表示位于哪一相。

ϕ = 0 表示位于相界面上

ϕ < 0 表示位于主相中

ϕ > 0 表示位于另一相中

符号距离函数 (Signed Distance Function)就是一种Level 

Set函数。对于某一点的符号距离函数，其绝对值等于这个点

到相界面的最近距离，符号则取决于这个点位于哪一相。

1.符号距离函数

8.1.3 Level Set 方法简介

相界面

S. Osher, J.A. Sethian. Fronts propagating with curvature dependent speed: algorithms based on

Hamilton-Jacobi formulations. J. Comput. Phys, 79 (1988)12-49
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0.4

0

-0.2

-0.4

-0.6

0.2

2 2
1 x yf         

inside outside
x

y

(1) 一维区域，主相占据 [-1, 1] 区间;

(2) 二维区域，主相占据以原点为圆心，半径为 1 的圆内部。则

用两个例子来说明符号距离函数 (正负值随定义而异）。

表示符号距离函数的直线(x大于0）

主相

符号距离函数为一组同心圆。

在相界面上 =0f

在主相中点 =1f

insideinside outsideoutside
x

-1 1

f

1 xf = −


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符号距离函数的特点：

（1）在相界面附近连续光滑；

（2） 1f 

符号距离函数可以用于计算界面方向与曲率：

n f 
f


f


 



2.符号距离函数在两相流模拟中的应用

1) 计算界面方向与曲率

由于符号距离函数在相界面附近连续光滑的特点，用其计算

界面曲率与方向与曲率比用流体体积函数要准确的多。

距离对距离求导数！
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用符号距离函数可以定义光顺化的Heaviside函数：

0                                           ( ) 

1 1
( ) [1 sin( / )]         ( | | )

2

1                                            ( )

H

f 

f
f f  f 

 

f 

 



   




ε 表示界面处光顺化的宽度，一般取 1.5Δ (Δ为网格尺寸)

2) 计算光顺化的Heaviside函数

利用光顺化的Heaviside函数H和两相的物性可以设置对计

算区域的物性分布：

3) 设置两相流的物性分布

(1 ( )) ( )g lH H   f  f  (1 ( )) ( )g lH H   f  f  

以这种物性来算流场以考虑存在两相的事实。主相是液相

还是气相取决于模拟什么问题。
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( ) ( )svF H f f  

气液两相流的模拟还需要考虑相界面上的表面张力。CSF 

(Continuum surface force) 模型可以把表面张力转换为相界面附

近控制容积中的体积力，并用符号距离函数计算：

4) 计算表面张力

符号距离函数直接表示了节点到相界面的距离。因此，符

号距离函数为两相流的直接模拟提供了很多方便，是首选的

Level Set函数。

( )H f 为界面H函数的梯度。

σ 为表面张力系数；

为界面曲率，通过符号距离函数计算；( ) f

J. U. Brackbill, D. B. Kothe, C. Zemach. A continuum method for modeling surface

tension. J Comput Phys. 100(1992) 335-354
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3. 用Level Set函数追踪相界面

0u
t

f
f


  


如果用上述纯对流方程来推进Level Set函数时，一般设置

了初始符号距离函数，但是在推进过程中距离函数的特征会改

变。因此，在每一个时层完成推进后，一般还需做进一步数学

处理，重新初始化，以将推进后的Level Set 函数具有符号距离

函数的特点。

Level Set函数的推进也可表示为纯对流方程：

符号距离函数应该满足： 1f 

S. Osher, R. Fedkiw, Level Set Methods and Dynamic Implicit Surfaces, 

Springer, 2002
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重新初始化方程的求解目标是使Level Set函数在零等值面不

改变的情况下满足 ，恢复为符号距离函数。1f 

Level Set 推进方程和重新初始化方程的求解一般采用高阶的

ENO(Essential Non-Oscillatory) 格式。重新初始化的方程也是

一个纯对流方程！

Level Set 方法的一个优势是简单方便，从二维到三维的推

广也十分容易。因此在更复杂的两相流 (例如相变) 模拟应用广

泛。

A Harten , B Engquist, S. Osher, et al., Uniformly high order essentially non-

oscillatory schemes , J. Comput Physics, 1987, 71:231-303  

Level Set方法的缺点是：除了计算上比较费时外，它仅追

踪 ϕ = 0 的等值面，难以保证相的总体质量守恒性。



34/126

8.2 捕捉界面的VOSET方法

8.2.1 VOSET方法的基本思想

8.2.2 VOSET方法中距离函数的计算

D.L. Sun, W.Q. Tao, A coupled volume-of-

fluid and level set method (VOSET) for 

computing incompressible two-phase flows, 

Int. J. Heat Mass Transfer, 53, 645-655, 2010

推荐阅读(13)

孙东亮
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如果能够同时拥有VOF中的流体体积函数和Level Set中

的符号距离函数，就可以让它们发挥各自的优势，执行各自

“擅长”的任务。但不宜简单的叠加，否则计算工作量会显

著增加，文献中曾提出过这样的方法。

VOF方法和Level Set方法各有优缺点，而且正好互补。

8.2.1 VOSET方法的基本思想

8.2 捕捉界面的VOSET 方法
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VOSET用流体体积函数追踪相界面，同时根据流体体积函

数，用几何方法生成一个与之相对应的符号距离函数。这样

VOSET就能同时具备VOF和Level Set方法的功能。

流体体积函数负责界面重构与界面推进，保证总体质量守

恒性。

符号距离函数负责计算界面方向与曲率，计算表面张力，设

置物性。

VOSET不是第一个将VOF及Level set 结合起来的方法，此

前有Sussman （2000）提出的CLSVOF方法及其以后的各种改

进；但是在该系列方法中同时求解VOF及Level set 函数两个微

分方程，使得计算工作量及复杂程度显著增加。VOSET方法

中只求解流体体积函数，但用几何方法生成距离函数。
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准确的界面方向在界面捕捉中有重要意义，也与符号距离

函数有密切的关系，先用已知的流体体积函数初步计算的界面

方向需要改进：

(1) 知道了初步的界面方向，就可以用PLIC方法重构相界面；

(2) 获得重构界面后，再用下面介绍的几何方法计算符号距离

函数，而通过距离函数又可以求出更准确的界面方向。

1.迭代计算的思路

PLIC界面重构和计算符号距离函数的准确性都要求有准确

的界面方向。因此需要用迭代的方法计算符号距离函数。

1） 为什么要迭代

8.2.2 VOSET方法中距离函数的计算

, 1, 1 1, 1, 1 1, 1 1, 1, 1 8( 2 2 ) /x

i j i j i j i j i j i j i jn C C C C C C x              

, 1, 1 , 1 1, 1 1, 1 , 1 1, 1 8( 2 2 ) /y

i j i j i j i j i j i j i jn C C C C C C y              
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(2) 根据重构界面，用几何方法计算符号距离函数；

(3) 用符号距离函数计算界面方向：

2） 如何迭代

前面已介绍过第 (1)步 和 第(3)步，下面详细介绍第 (2)步：

计算符号距离函数的几何方法。

这些过程一般需要迭代三次，就可以得到准确的界面方向

和符号距离函数。

在没有符号距离函数的时候，首先用流体体积函数计算一

个初始的、粗略的界面方向；

在此基础上，重复以下过程：

 f f   n f 

(1) 用PLIC重构相界面：知道 及 C 即可重构；,x yn n
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步骤 1：在整个计算区域内为符号距离函数赋初始值

,

,0

,

       if  0.5

         if 0.5i j

i j

i j

M C

M C
f

 
 



M为计算域内两个方向的最大长度，这样可以保证界

面附近的符号距离函数都包含在设定的初值范围之内。

相界面
M

-M M

假定已用PLIC方法获得重构界面。

2. 计算符号距离函数的几何方法
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步骤 2：标记界面附近的计算网格

标示区域

相界面

标记包含相界面一定距离范围（例如：三个网格长度）

之内的网格。这一步又可显著减少计算量。因为实际计算

中只需要相界面附近的单元的节点计算符号距离函数。



41/1261 90  1 290 , 90   1 290 , 90  

假设A (i, j)是一个被标记的计算单元，在A的附近搜寻带有

相界面的网格。设此时其附近的相界面已重构为一个线段(BC)。

于是可利用一个三角形(ΔABC)计算给定点到这个线段的最短距

离,无非三种情况：

步骤 3：计算被标记的单元中心与相界面的距离

  
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i, j

最短距离

相界面

从节点(i, j）到附近7×7网格   

内的相界面的所有最小距离

在以 (i,j)为中心的7X7个网格内进行界面搜索；在完成了

节点(i, j)附近相界面的搜寻、并求出它与这些线段之间的最短

距离后，从这些最短距离中选出最小值。这个值就是点(i, j)到

相界面的最短距离d，也就是该节点的符号距离函数的绝对值。
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,

, ,

,

         if  0.5

0            if  0.5  

            if  0.5

i j

i j i j

i j

C

C

C

d

d

f

 


 




步骤4：设置距离函数的符号

一个点的符号距离函数的正负取决于这个点位于哪一
相中。

符号可以用流体体积函数来判定。如果一个网格主相

流体占据的体积超过一半，就可以认为这个网格的中心位

于主相内，反之则位于另一相中。因此：
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X

Y

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.01

0.02

0.03

0.04

Frame 001  08 May 2007 Frame 001  08 May 2007 

(a)

X

Y

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.01

0.02

0.03

0.04

Frame 001  08 May 2007 Frame 001  08 May 2007 

(b)

X

Y

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.01

0.02

0.03

0.04

Frame 001  08 May 2007 Frame 001  08 May 2007 

(c)

X

Y

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0.01

0.02

0.03

0.04

Frame 001  08 May 2007 Frame 001  08 May 2007 

(d)

相界面

符号距离函数

以下是迭代几何方法得到的不同形状相界面附近的符号距

离函数。

3.符号距离函数计算示例

对于无相变

的两相流问题，

如空气泡与水的

流动，获得了符

号近距离函数后

完成了界面重构，

可以进行下一时

间步长的的流场

求解及界面的推

进。



45/126

8.3 采用VOSET方法求解气液两相流问题

8.3.1 无相变过程的控制方程

8.3.2 无相变过程的求解步骤

8.3.3 有相变过程的控制方程

8.3.4 有相变过程能量方程的求解

8.3.5 数值计算实例
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  0



Cu

t

C 
流体体积函数方程

0u  连续性方程

   Tu
u u p u u g H

t
    


            


动量方程

每个控制容积的密度、粘性、表面张力均通过Level Set函

数计算，把两相流当做变物性的单相流计算，确定流场。

Level Set函数用几何方法根据流体体积函数直接求得，因

8.3.1 无相变过程的控制方程

重力 表面张力

8.3 采用VOSET方法求解气液两相流问题
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给定初始时刻流体体积函数C0，初始时刻速度u0,v 0 ；

在第 n 个时层的推进步骤如下：

(1) 用 PLIC 方法，根据流体体积函数Cn重构界面，并用几何方

法计算相应的Level Set函数；

(2) 用基于Level Set函数的Heaviside函数计算物性分布和表面张
力；

(3) 用某种流场求解算法（SIMPLER/IDEAL/Projection算法）

求解下一时层的速度场 un+1, vn+1和压力场 pn+1 ；

(4) 据计算得到的速度及界面计算下一时层各控制容积的流体体

积函数Cn+1 。

8.3.2 无相变过程的求解步骤

此不需要数值求解其函数的偏微分方程，大大节省计算资源。



(1) 流体体积函数方程:

(2) 连续方程：

(3) 动量方程： ( )
u

u u
t


  


T1

{ ( )[( ) ( ) ] ( ) }
(

+ ( )
)

p u u g H 



 f  f
 f

 f       

(4) 能量方程 ：

( )
v

C m
Cu

t 


   



1 1

v l

u m
 

 
   

 
=

2


   


l

T
u T T

t

2


   


v

T
u T T

t

液体区域

汽体区域

表面张
力作用

为液体蒸发率m
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8.3.3 有相变过程的控制方程(液体沸腾，C蒸汽体积分数)

分区求解



1.边界温度确定：对包含界面的单元 A, B,节点A,B 就是边界

节点。A,B点的温度需要通过插值获得:通过该两点做垂直于界

面的线段至另一个单元，得A’及B’：

A A

A' A

intf

intf

T T

T T d

f

f




 

B B

B' B

intf

intf

T T

T T d

f

f




 

A点的温度：

B 点的温度：

A’及B’本身的温度用插值获得；本次迭代计算获得的A 及

B点的温度，作为下一次迭代计算两个区域已知的边界温度。
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8.3.4 有相变过程能量方程的求解及液体蒸发率的确定

利用相界面上温度为饱和温度的条件，两个区域各自求解。

d 为A’与A的距离, 为符号距离函数f



l v

l v

T T
q

n n
 

 
 

 

1 i

l

T TT

n h






i 3

v

T TT

n h





线性插值:

2.液体蒸发率 计算：

取决于界面的热流密度。采

用探测点法来确定。

二次插值: 2 1 i4 3

2l

T T TT

n h

 




i 3 44 +3

2v

T T TT

n h






在相界面上找一点 I，

沿界面法线向两侧等间距

确定点1,2,3,4；利用该四

点周围已知温度插值得出四

点的温度，然后按照Fourier 定律
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m


1

2

3

4


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1.用不同的方法计算圆的曲率

圆的曲率与半径满足： 1exact R

2

exact

1
2

( )
M

i

R R

L
M

 





L2误差的定义：

给定一个半径为 1 的静止的圆，分别用 VOF, Level Set, 

VOSET 在不同网格尺寸下计算圆的曲率。同时VOSET在迭代

求解符号距离函数中选择了不同的迭代次数：N = 1, 2, 3。比较

这些方法计算的曲率误差的大小。

κ 为计算得到的曲率。

8.3.5 数值计算实例

其中M为圆形相
界面涉及到的计
算单元数



52/126

(1) VOSET 计算曲率的准确性远优于 VOF；

(2) 迭代次数增加，VOSET计算曲率的准确性会提高；迭

代三次偏差已经下降到5%或以下，已经可以接受。
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Frame 001  14 Jul 2000 Frame 001  14 Jul 2000  Frame 001  14 Jul 2000 Frame 001  14 Jul 2000  Frame 001  14 Jul 2000 Frame 001  14 Jul 2000 

(a) (b) (c)

VOSETVOF Level Set
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2. 椭圆形气泡的震荡

无重力的条件下，在静止的液体中放置一个初始的椭

圆气泡。

椭圆界面上的曲率并不均匀，因此表面张力不均匀。

不均匀的表面张力会导致气泡的震荡。

液体的粘性使震荡逐渐减弱，最终气泡会变成圆形

并保持静止。
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Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008 

Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  03 Jan 2008 Frame 001  03 Jan 2008 

Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008 

Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008  Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008 

Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008 
Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008  Frame 001  02 Jan 2008 Frame 001  02 Jan 2008 

VOF

Level Set

VOSET

VOSET继承了Level Set计算表面张力的准确性，优于VOF。

t = 0, 压力 t = 3, 速度 t = 5, 相界面
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VOSET 继承了 VOF 的总体质量守恒性，优于
Level Set。

计算时刻主相流体的质量
质量比率（Ratio）=

初始时刻主相流体的质量

Level Set

VOF/ VOSET
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3.单个气泡的上升

4 3M /l lg  

2Eo ( ) /e l ggd    

在静止的液体放置一个气泡，气泡在浮力的作用下上
升。

气泡在上升的过程中受到浮力、粘性力和表面张力的

共同作用，最终形成的稳定的气泡形状由无量纲数 Morton 

number和 Eotovs number 决定。

表征粘性力与表面张力的对
比关系

表征浮力与表面张力的对比
关系
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Case 1: Eo = 1.0, M = 0.001，会形成球圆形气泡
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Case 2: Eo = 10.0, M = 0.1，会形成椭圆形气泡
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Case 3: Eo = 100.0, M = 1000, 会形成球帽形气泡



When the height of liquid over a heating plate is less 

than a certain value boiling heat transfer can be significantly 

enhanced.

Critical liquid 
height

气泡

液面

加热壁面

hc

4. 浅液层沸腾过程

浅液层中的沸腾

Normal
BHT
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

1x10
4

2x10
4

3x10
4

4x10
4

5x10
4

时间/ s

热
流
密
度

/ 
W

·m
-2

 深水条件
 浅水条件

Shallow liquid layer

Deep liquid layer
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低过热度 高过热度

5.膜态沸腾模拟

0 1 2 3 4
0

1

2

3

N
u

t(s)

 数值模拟结果

 Klimenko

Experiment by Reimann 
and Grigull (1975)

Klimenko
correlation
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郭东之
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8.4 VOSET向三维的推广

8.4.1 VOSET从二维推广到三维需要解决的问题

8.4.2 VOSET从二维到三维的简单推广---沿用二维
问题的方法

8.4.3 VOSET从二维到三维的智慧推广---利用体积
分数与界面位置之间的内在联系

8.4.4 三维VOSET应用例子

8.4.5 国内外学术界的评价及推广
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8.4 VOSET向三维的推广

VOSET中重构相界面和计算符号距离函数都采用了几何方

法，因此在二维中实施VOSET需要解决的是一个平面几何问题。

在三维坐标系中实施VOSET需要解决的是一个立体几何问

题。因此，VOSET向三维推广的关键问题在于如何解决更复杂

的几何问题。

（1）如何推进三维体积函数；

（2）如何计算符号距离函数；

（3）如何重构三维相界面？

8.4.1 VOSET从二维推广到三维需要解决的问题

从二维到三维要解决三个问题：
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二维问题中用线段两个端点的坐标就可以描述重构相

界面，三维中的重构相界面应该如何描述？

在二维中，通过解一个三角形就可以计算出一个点到

相界的最短距离，同样的问题在三维中应该如何计算？

(2) 相界面的描述与重构

(1) 计算点到相界面的最短距离

二维 三维

相界面的推进比较简单，三个方向分别做推进，不是讨论

重点；
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8.4.2 VOSET从二维到三维的简单推广---沿用二维问题
的方法

一种简单的推广方法就是完全沿用二维的方法，只是增加

了一个维度。

1

, , , ,

1/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2, , 1/ 2, , , 1/ 2 , , 1/ 2

( )

                    

n n

i j k i j k

n n n n n n

i j k i j k i j k i j k i j k i j k

C C x y z

F F F F F F



     

    

    

三维空间含相界面的一个控制容积在一个时间步长后体积

函数的变化为：

i-1 i i+1

u Δt

C Δxi u

i+1/2

i+1/2

1/2iF  
1/2 (1 )iu t C x    0

1/2 (1 )iu t C x    
1/2 (1 )iu t C x    

对于存在相界面的控制容积：

(1 )C x 

1. 流体体积函数的推进 (同二维情形)
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2. 符号距离函数的迭代计算 (基本同二维)

在节点(i,j,k) 的三个坐标方向取7x7x7个控制容积，

寻找该点到位于多个控制容积内相界面距离，并从中选出

最短距离作为该点的符号函数。

F点在BCDE相界面面内 F点在BCDE相界面面外
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为确定垂足F的坐标，首先需要计算垂线AF的距离：

| AB |
AF

| |

n

n




如果垂足F位于界面BCDE内，

垂线AF就是节点A到界面BCDE的

最小距离；如果垂足F位于界面BCDE外，首先需要分别

计算节点A到界面各个边（线段BC，CD，DE，EB）的

最小距离（计算方法如二维问题），然后比较这些最小

距离，得出节点A到界面BCDE的最小距离d。

,

, ,

,

         if  0.5

0            if  0.5  

            if  0.5

i j

i j i j

i j

d C

C

d C

f

 


 




AF是AB在平面
发现方向的投影
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3. PLIC界面重构 (二维简单推广)

当 (i,j,k) 控制容积内是：

0<C <1，则其内就存在界面

重构问题。

第一种类型：法线的三个方

向分量中 , , , , , ,, ,x y z

i j k i j k i j kn n n

有两个分为0；

此图界面垂直于z轴，

作为垂直一个轴情况

的代表(3种)

三个分量的不同组合存在三大类

(51种) 情况：

, ,i j kn C 广到三维根据界面法线

二维问题根据 的不同组合，

共有16种界面的情形。这种分析方法推

,x yn n
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第二种类型：法线的三个方向分量 , , , , , ,, ,x y z

i j k i j k i j kn n n

中有一个分为 0（法线与一个坐标轴垂直）；

使界面法线垂直于 x 轴，界面两条边在平行于y-z面

内转动，其时该两边界(红色)始终平行，于是就有：

可作为一个分量为 0 的代表 (3X4=12)
, ,

0
i j k

xn 

法线三个方向分量 , , , , , ,, ,x y z

i j k i j k i j kn n n 均不为0,   第三种类型a
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, , , , , ,| | |  | | |x y z

i j k i j k i j kn n n 

界面法线可在三维方向内转动，但在x,y 轴上法线分

量之和小于在z轴上的分量：

x,y 轴上法线分量之和小于在 z 轴上的分量，法线接近
与z轴平行

此图可作为法线几乎

平行于一个轴的代表

(3X6=18)。

第三种类型a

有6种界面形状

法线几乎平行z-轴，
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, , , , , ,| | |  | | |x y z

i j k i j k i j kn n n  简单的推广就需按照上述
界面的形状做重构处理！

界面法线可在三维方向内转动，但在x,y 轴上法线

分量之和大于在z轴上的分量：

法线与z-轴夹角较大

此图作为与一个轴夹

角较大情形的代表

(3X6=18)。

第三种类型b

6种界面形状

第三种类型b 法线三个方向分量 , , , , , ,, ,x y z

i j k i j k i j kn n n 均不为0,   

x,y 轴上法线分量之和大于在 z 轴上的分量，法线接近于
垂直z 轴

共需处理51种情况：18+18+12+3=51 !
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在二维中，界面与控制容积的二条边相交；在三维中，多边

形的界面有什么对应的特点呢？

8.4.3 VOSET从二维到三维的智慧推广---利用体积函数与
界面位置之间的内在联系重构界面

(1) 最简单情形：只要三条边
上交点确定，界面位置就
定了；

(2) 复杂情形1：界面拓展为四
边形，只要拓展界面与控制
容积一条延长边交点确定，
界面位置就定；
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(3) 复杂情形2：相界面拓展成
五边形，也和控制容积的
三条边相交，交点确定了
相界面的位置；

(3) 复杂情形3：相界面拓展
成六边形，也和控制容
积三条边相交，交点确
定了相界面的位置。

三维相界面重构的关键是确定相界面（拓展面）与三个

坐标轴的交点位置 ( 由二维的2点变为 3 维的 3 点）！
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1.从三维分析回视二维问题界面直线与坐标轴交点的确定

在单元ABCD中，把

相界面GF延长为直线HE，

则该直线可表示为：

1 1 2 2m x m x  

m1,m2表示直线HE的单位

法向矢量的分量；显然

1 2/ ; /AE m AH m  

三角形AEH的面积=
2

1 22m m

流体体积函数的面积ABFGD= 三角形AEH的面积-

(三角形BEF的面积+三角形DGH的面积)

交点的位置E,H 取决于Alfa！ Alfa 与流体体积函数有关：

n
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三角形BEF及DGH与AEH相似：

2 22 2 2 2

2

Area of
( ) ( )

Area of

DGH m c c m

AEH m

 

 

 
 

流体体积函数的面积ABFGD= 三角形AEH的面积-

(三角形BEF的面积+三角形DGH的面积)

2 22

1 1 2 2

1 2

- -
Area [1 ]

2

m c m c

m m

  

 

   
     

   

将以上结果代入到下式：

此式适用于所示图形，是否能代表各种可能情形 ？
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0 ( ) 0;if x H x ，

H(x) 为Heaviside阶梯函数，其定义为：

H点在AD之内。
2 2 2 2, . ., - 0m c i e m c  

E点在AB之内。
1 1 1 1, . ., - 0m c i e m c  

如果

0 ( )=1if x H x ，

不用减FEB

如果

不用减HDG

Area 可由流体体积函数决定，已知面积后可由上式决定Alfa！
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2. 三维问题界面与坐标轴交点的确定

1 1 2 2 3 3+m x m x m x  

1

2

3

;

;

AI m

AJ m

AK m













设C1, C2 , C3为三维控制容积三条边的长度。

max 1 1 2 2 3 3m c m c m c   定义

设控制容积为DCFE-

ABGH; 界面为KNML

需要确定交点I,J,K

关键在如何确定
Alfa!



  

  

3
3

3

11 2 3

3
3

max max

1

1
( )

6
j j j j

j

j j j j

j

Volume H m c m c
m m m

H m c m c

   

   






   



    






0 ( 0)
( )

1 ( 0)

x
H x

x


 



界面重构的关键：根据给定的体积

函数Volume 确定 α

（1）项代表整个三角形四面体的体积；

（1） （2）

（3）

（2）项代表需要减去的域外三角形的体积；

（3）项代表需要补回来的域内体积。

体积函数与Alfa之间的关系为（Cube-cutting 函数）：

确定Alfa以后，相界面与三个坐标的交点就确定，相界面

位置就唯一地确定下来了。这种方法大大节省了重构工作量！
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重复减去



      1/2 1/2 1/2
1 10 , 1 10 , 4 5

      1/ 2 1/ 2 1/ 2
1 7 , 2 7 , 4 7

      1/ 2 1/ 2 1/ 2
1 3 , 1 3 , 1 3

Cube-cutting函数的特点：光滑、单调增

用迭代求根法由体
积分数确定Alfa从
而完成界面重构

Volume

Volume = C

α
α1 α2αmiddle

Kong Lin, Zhao-Hui Li, Dong-Liang Sun, Ya-Ling He, Wen-Quan Tao ，A three-dimensional 

volume of fluid & level set (VOSET) method for incompressible two-phase flow，Computers & 

Fluids，2015,118:293-304

推荐阅读(14)

任意一组三个分量的组合可以得出一条唯一的体积函数与

Alfa的曲线；由体积函数确定Alfa后，就完成了界面的重构
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Kong Ling, Shuai Zhang, Peng-Zhan Wu, et al.  A coupled volume-of-fluid and level-set method 

(VOSET) for capturing interface of two-phase flows in arbitrary polygon grid, International Journal of 

Heat and Mass Transfer 143 (2019) 118565

凌 空
K  Ling

8.4.4 VOSET 向任意多边形网格推广
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1. 柱形坝溃塌问题

Conditions:

Coefficient of surface tension=

0.072N/m

g= 9.8 m/s2

ρl = 1000 kg/m3 ; ρg = 1.25 kg/m3

ηl = 0.001 Pa∙s ; ηg = 1.8×10−5 Pa∙s

Radius and height L=2.25 in

Domain：3.6L × 3.6L × 1.2L

Grid：90 × 90 × 30

8.4.5 三维VOSET应用例子
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Evolution process of interface

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

r/L  

t·(g/L)
1/2

 present simulation

 Martin & Moyce

Base radius vs. time
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凌 空



Initial position of bubbles

y

z

O

Case 1

y

z

O

Case 2

y

z

O

Case 3

y

z

O

Case 4

2. 微通道内的核态沸腾

Conditions：

Channel length:1000 Channel width and height: 200

Water; Contact angle:40 degrees; u0=0.146 m/s; Tw-Tsat: 5K
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1) Grid-independence test

Single bubble, interface at 0.2 ms .

Initial condition：Steady solution of single phase flow
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(1) Case 1

2) Numerical results of bubble evolution
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Temperature and velocity at 0.5 ms
Axial velocity at three 

positions

Effects of bubble on flow field and temperature
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Temperature and velocity at 0.85 ms
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Case 2

90/126



Case 3

Merging process of bubbles
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Case 4
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 Present simulation

 Experiment by Mukherjee et al

 Simulation by Mukherjee et al

(a) 2K liquid supper heat  for initial and inlet fluid;

(b) Wall supper heat : 2.1 K；
(c) Contact angle: 30˚；
(d) Bottom  wall-adiabatic; Width of channel: 229 μm

3) Comparison with test results

Test results

Present results
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Q. Bian, R. Dai, X Tang, Q Liu, Q Wang, M Zeng, Investigation on the effect of the thermal dynamic, 

evaporation, and alternative material properties in a laser melt pool with a developed 2D model based 

on the VOSET method, Numerical Heat Transfer, Part A: Applications, 2017, vol. 71: 1104-1122

3. 激光作用下的金属熔池模拟

94/126
推荐阅读(15)



4. 合并引起的液滴弹跳

When two micro-scale water drops coalesce on a super-

hydrophobic surface, the merged drop will jump 

spontaneously without any external force. 

J. B. Boreyko and C. H. Chen, Self-propelled dropwise condensate on superhydrophobic 

surfaces, Phys. Rev. Lett., vol. 103, no. 184501, 2009.

1) Physical phenomenon
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3D VOSET approach was used to simulate the 

processes of coalescence and jumping of symmetric (r0 = r1) 

coalescence and asymmetric (r0 ≠ r1) coalescence. 

Contact angle of 180˚; Properties of liquid water at 100˚C; 
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r1= r0, vj* = 0.251

2) Symmetric coalescence

Lin K. et al, Paper to be submitted
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Dimensionless jumping velocity at varying drop sizes 

F. Liu, G. Ghigliotti, J. J. Feng, and C. H. Chen, \Numerical simulations of self-propelled 

jumping upon drop coalescence on non-wetting surfaces," J. Fluid Mech., vol. 752, pp. 39-65, 

2014.
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r1/r0 = 0.9

vj* = 0.241

r1/r0 = 0.7

vj* = 0.148

3) Asymmetric coalescence
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r1/r0 = 0.9

vj* = 0.062

r1/r0 = 0.3

vj* = 0.00957

Such jumping motion results from the surface energy 

released upon drop coalescence and can be used to 
enhance condensation heat transfer.
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F. Liu, G. Ghigliotti, J. J. Feng, and C. H. Chen, Self-propelled jumping upon drop coalescence 

on Leidenfrost surfaces," J. Fluid Mech., vol. 752, pp. 22-38, 2014.

4) Comparison with experiments
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1.韩国科学院/工程院两院院士Na教授评价

8.4.5 国内外学术界的评价与应用的例子
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2. 爱尔兰Dublin City University的Albadawi评价

认为“许多复合方法需要同时求解LS和VOF传输方程，但孙和陶
提出了一种复合方法VOSET该方法只需求解VOF传输方程，而LS函数
通过VOF函数的几何构建获得”。
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评价认为“提出的VOSET方法可用于解决由于VOF和Level 
Set方法引起的问题”，同时采用VOSET方法的计算结果验证了
该论文计算结果的正确性和精确性。

3. 我国台湾核能研究所的Chiu研究员
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对比了LBM方法与VOSET方法的计算结果，验证了
VOSET 方法的精确性

4. 美国University of Rhode Island Amir Banari教授评价

研究结果
被独立地
重复十分
重要！！

We can 

validate results 

by comparing 

them to an 

independent 

2D numerical 

solution such 

as that os Sun 

and Tao.
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采用VOSET方法计算研究了气液界面拓扑变化过程。认为VOSET是一种新的相
界面捕捉复合方法，该方法具有质量守恒特性，同时可以计算得出准确的界面表面张

力，该方法的精确性优于传统的VOF方法。

5. 伊朗Tarbiat Modares University学者Azadi 评价
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基于VOSET方法的思想，在三角形非结构化网格系统上构建
了一种复合气液界面追踪方法。

6. 西班牙学者Nestor等的推广



108/126

将VOSET方法推广到了2D和3D动态自适应直角树状非结构化网格系统，并研
究了电场下气泡的运动特性。

7. 我校李会雄教授团队的推广
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采用VOSET方法模拟了磁场下磁流体液滴的运动
规律。

8. 我校毕勤成教授团队的应用



Z.Z. Cao, D.L. Sun, B. Yu, and J.J Wei. A coupled volume of fluid and level set method based on

analytic PLIC for unstructured quadrilateral grids. Numerical Heat Transfer, Part B: Fundamentals,

73:4:189-205, 2018.

孙东亮
D L Sun

9. 化工学院曹志柱博士推广到非结构化多边形网格
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Zhizhu Cao, Jie Zhou, An Liu, Dongliang Sun, Bo Yuc, Jinjia Wei. A three dimensional coupled VOF and Level
set (VOSET) method with and without phase change on general curvilinear grids, Chemical Engineering
Science 223 (2020) 115705

VOSET Phase field method

10. 化工学院赵XX博士推广到三维适体坐标
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[1] D.L. Sun, W.Q. Tao, A coupled volume-of-fluid and level set method 

(VOSET) for computing incompressible two-phase flows, Int. J. Heat 

Mass Transfer, 53, 645-655, 2010

[2] Kong Lin, Zhao-Hui Li, Dong-Liang Sun, Ya-Ling He, Wen-Quan 

Tao ，A three-dimensional volume of fluid & level set (VOSET) method 

for incompressible two-phase flow，Computers & Fluids，
2015,118:293-304

[3] Q. Bian, R. Dai, X Tang, Q Liu, Q Wang, M Zeng, Investigation on 

the effect of the thermal dynamic, evaporation, and alternative material 

properties in a laser melt pool with a developed 2D model based on the 

VOSET method, Numerical Heat Transfer, Part A: Applications, 2017, 

vol. 71: 1104-1122

推荐阅读文献
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同舟共济
渡彼岸!

People in the same 
boat help each 
other to cross to the 
other bank, 
where….
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一.参考论题

西安交通大学能源与动力工程学院研究生课程《计算传热学
的近代进展》课程答辩参考论题与论文撰写要求（2022.6.7）

1．用Delaunay方法对两个不规则区域生成非结构化网格，

并讨论改变网格疏密的方法；

2．用块结构化网格离散一个不规则区域，并实现其内的层

流流动计算；

3．以数个二维问题为例，分析CD、SUD、QUICK以及

SGSD格式的稳定性及计算时间；

4. 试采用一种三阶对称绝对稳定的格式，计算一个流动问

题，并与CD，SUD，QUICK格式比较计算精度、时间和

稳定性；
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6．实现PISO算法，用两个二维流动问题比较该算法与

SIMPLE ，SIMPLEC ,及 SIMPLER的收敛特性；

7．通过3～5个例题，比较IDEAL，SIMPLE，SIMPLEC

的收敛特性与健壮性；

8．试用两个计算实例，验证下列说法：计算的正确性主

要取决于格式，而收敛的快慢主要取决于算法；

9. 对圆管内突扩流动及方腔内自然对流（参见节7-4 例题）

试采用松弛因子自适应方法及固定松弛因子法对比计算收

敛特性。

5．在结构化网格上实现一种高阶组合格式，对两个对流

问题进行求解，与CD格式做稳定性的对比分析；
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12. 计算一个与专业有关的复杂流动与传热问题，至少

采用本课程中介绍过的一种新方法，计算结果中应有一

部分内容在文献中尚未见到报道；

13. 参考本组网页上的单相流动LBM程序，模拟二维通

道中叉排或顺排圆柱中的流动并计算渗透率，进行网格

独立性考核，查明圆柱直径和间距对渗透率的影响。

10．参考本组网页上的VOSET程序，计算一个需要扑捉

界面的两相流问题（如气泡上升运动）；

11. 参考王金萍等提出的方法，实现IDEAL算法中N1,N2

的自动选取方法，举例说明其优点。
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17. 采用分子动力学方法模表面结构形状对接触角的响。

18. 构建一个分子动力学计算体系，计算其扩散系数。

19. 采用分子动力学方法计算纳米流体的导热系数。

20．对于计算流体力学与计算传热学在你所从事的技术工

作中应用进行文献综述，至少包括20篇国际杂志或国际会

议的论文。

15. 参考本组网页上LBM两相流动，模拟液滴撞击固体表

面过程。

16. 采用分子动力学方法模拟模拟氢燃料电池关键组件的

导热特性。

14. 参考本组网页上LBM流动程序和传热LBM程序，模拟

绕圆柱（圆柱表面恒定热流或很恒定温度边界条件）对流

换热问题。
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1. VOSET 气液两相流二维程序

2.《数值传热学》教学程序SIMPLER最新版

3. 数值传热学教学程序（SIMPLE）

4. 数值传热学教学程序(SIMPLER)

5. SIMPLER 程序注释版

6. 博士生教学程序(Delaunay.for & unstructured.for)

7. 本课热流问题教学一维程序

8. 涡量流函数法源程序

9. IDEAL程序

10.单相流动LBM程序

11.传质LBM程序

本小组网页上虚拟仿真中心可下载的源程序
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课程答辩讲解15分钟，提问3分钟，PPT大约

在15~20页左右,主要介绍自己的工作，课堂上讲过

的内容介绍可从简；同时提供一份纸质的报告和

报告的电子版本。

课程答辩
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1．课程论文应按照西安交大学报（自然科学版）论

文的要求撰写，具体要求见西安交大学报每期的封

里，但论文的长度可以放宽；凡新的推导力求详细；

如计算部分系在教学程序基础上进行的，应附上修

改部分的计算源程序及变量表；

2．约在2022-12月低左右间组织课程论文研讨与

答辩，具体时间由助教王子星负责通知。

二. 对课程论文的要求
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三个优秀的算例
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算例1--侯平利博士（导师：俞茂铮教授）的工作

Hou P L, Tao W Q, Yu M Z., Refinement of the convective boundedness criterion of 

Gaskell and Lau, Engineering Computations, 20(2003) 1023-1043
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算例2---党政博士（导师：王尚锦教授）的工作
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算例3---王坤博士（导师：何雅玲教授）的工作

y

x

SCIENCE CHINA，Technological Sciences，2014
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同舟共济
渡彼岸!

People in the same 
boat help each 
other to cross to 
the other bank, 
where….

Thanks for your attention!


