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有限容积方法数值求解声子玻尔兹曼方程中的
偏置误差及其影响规律

冯相友，陶文铨
（西安交通大学热流科学与工程教育部重点实验室，７１００４９，西安）

摘要：为了进一步厘清有限容积方法（ＦＶＭ）在数值求解声子玻尔兹曼方程（ＢＴＥ）中的误差机制，
在普遍认为的假散射和射线效应误差外，发现了一种新的误差来源———偏置误差，并分析了其
影响规律。首先，基于两个热传导算例中的温度、热流计算偏差的分析，定义了偏置误差的概
念。偏置误差是在采用迎风偏置格式离散对流项时，同一界面上不同方向声子能量所取上游节
点不同，所产生的热流计算偏差。然后，对偏置误差的影响因素进行了分析。最后，探究了高阶
格式特征线分布对偏置误差的影响规律。结果表明：影响偏置误差的因素主要有３个，即网格
克努森数ＫｎΔ （声子平均自由程与网格宽度的比值）、格式的偏置特性、结果的分布线型；在一般
情况下，算例的１／ＫｎΔ 越大、所用离散格式特征线偏离零偏置线的程度越大、结果线型的非线性
越强，其偏置误差越大；偏置误差的影响趋势可以由格式特征线偏离零偏置线的方向定性确定，
若格式特征线在零偏置线之下，偏置误差会导致计算中高估热流，格式特征线在零偏置线之上
则相反。该研究为声子ＢＴＥ在求解微纳尺度传热问题中，合理选择对流项离散格式和结果的误
差评估提供了理论支持。
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　　热失效是半导体器件的主要失效形式之一，器
件的热分析对其安全稳定运行至关重要。随着半导
体产业和微加工工艺水平的不断发展，目前半导体
器件尺度已达到ｎｍ级［１］。然而，现有的研究已经
通过理论和实验证明，微纳尺度下的传热过程存在
明显的尺度效应，经典傅里叶热传导定律不再能够
进行准确描述［２－３］，人们迫切希望掌握微纳米尺度下
的热传递规律和器件的热分析方法。为此，学者们
开发了一系列更机理的方法来分析该尺度下的热传

递现象，如分子动力学方法［４］、原子格林函数方
法［５］、声子玻尔兹曼方程（ＢＴＥ）方法［６］等。然而，基
于原子或分子水平的模型通常受限于目前的算力，
难以用于直接计算ｎｍ级到μｍ级器件中的传热过
程。根据固体物理学中关于晶格振动的理论，绝缘
体和半导体的热传导主要由原子振动能量的元激

发———声子的迁移所表现的［７］。当研究的尺度远大
于声子的波长时，相干效应可以忽略，声子可以被当
作粒子处理。此时，玻尔兹曼方程可用于对声子行
为的描述，并被证明有效［８］。声子ＢＴＥ方法不再关
注于每个原子的运动状态，简化后可以应用于更大
的计算尺度，甚至可以过渡到宏观范畴。
声子ＢＴＥ是一个高维的输运方程，通常需要采

用数值方法进行求解。目前，声子ＢＴＥ主要有两大
类数值求解方法：蒙特卡罗方法（统计性方法）［９］和
确定性方法。前者基于统计方法，通常所需的计算
量很大且易受到统计量的影响［１０］。相较于蒙特卡
罗方法，确定性方法所需的计算量可以大幅降低。
目前，常用于求解声子ＢＴＥ的确定性方法主要有两
种：有限容积方法（ＦＶＭ）与离散坐标法（ＤＯＭ）相

结合的数值求解方法［１１－１３］；格子波尔兹曼方法
（ＬＢＭ）［１４］。本文的工作主要对 ＦＶＭ 求解声子

ＢＴＥ的数值方法进行分析。
声子传递与热辐射中光子传递具有相似性，

ＦＶＭ求解声子ＢＴＥ的数值方法最早发展自ＦＶＭ
对热辐射问题的求解［１５－１７］。为了降低ＢＴＥ的维度
以便于求解，通常需要将速度空间和物理空间分别
进行离散，再通过散射项进行耦合。ＦＶＭ 可以方
便地对物理空间进行离散，而对于速度的离散则需
要采用ＤＯＭ。在ＤＯＭ中，用有限个速度的方向来
近似描述整个４π空间立体角中连续的速度方向，并
保证各阶矩的一致性［１８］。目前普遍认为，ＦＶＭ 与

ＤＯＭ相结合的数值方法有两个主要的误差来源，
即射线效应和假散射［１９］。射线效应主要出现在弹
道机制（声子的自由程与研究尺度相当或大于所研
究的尺度）下，由于ＤＯＭ中所取离散速度方向的不
足，计算结果表现出沿速度离散方向上的不合理射
线状分布。假散射则是指在空间离散中，数值格式
的精度不足所导致的场被“抹平”的现象，在计算流
体力学和数值传热学中也被称为假扩散或者数值

扩散［２０］。
除了上述的两个误差来源外，一些在计算实践

中所出现的“反常现象”同样值得关注。Ｗａｎｇ［２１］研
究发现，在弹道导热机制下，一阶迎风格式的结果与
高阶格式一致，但是当问题趋近于扩散机制时，一阶
迎风格式计算的结果会高估热流，当计算网格加密
后，一阶迎风格式的结果偏差会减小。Ｈｅｉｅｈ等［２２］

指出，当问题趋近于扩散机制时，相比于弹道输运，
采用一阶迎风格式需要更细密的网格，认为在扩散
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机制下，数值计算的假散射比弹道机制下更强。在最
近的研究中，Ｈｕ等［２３］同样指出了一阶迎风格式在网
格尺寸上的限制，认为一阶迎风格式所采用的计算网
格尺寸应小于声子的平均自由程才能保证计算的精

度，相应地，扩散机制下需要更细密的网格。

上述研究仅发现一阶迎风格式存在误差或限

制，并未对其产生原因进行深入分析探讨，或仅将其
归结于假散射的影响，不利于后续学者在选用离散
格式和计算网格尺寸时的清晰判断。本文针对该问
题进行了详细分析，经过分析发现，这种偏差是由一
种区别于假散射的偏置误差所导致的。

１　声子ＢＴＥ模型及其数值求解方法

１．１　声子玻尔兹曼方程
采用单弛豫时间模型简化后的声子玻尔兹曼方

程为［２４］

ｎ
ｔ＋

ｖｇ·

Δ

ｎ＝ｎ０－ｎτ
（１）

式中：ｎ＝ｎ（ｔ，ｒ，^ｓ，ω，ｐ）为声子的分布函数，是
关于时间ｔ、位置矢量ｒ、单位方向矢量^ｓ、频率ω和声
子支ｐ的函数；ｖｇ＝ｖｇ（^ｓ，ω，ｐ）为声子的群速度；τ
为声子散射的弛豫时间；ｎ０ 为平衡分布函数，满足

波色－爱因斯坦平衡分布［２５］

ｎ０ ＝ １
ｅｘｐ（ω／ｋＢＴ）－１

（２）

式中：＝ｈ／（２π）为约化普朗克常数；ｋＢ为玻尔兹曼
常数；Ｔ为体系的温度。相比于声子数分布，传热研究
通常更关注于能量的分布，因此定义声子的局部频带
能量为（认为导热介质的布里渊区为各向同性）

ｅ＝ｅ（ｔ，ｒ，^ｓ，ω，ｐ）＝ωｎＤ（ω）／４π （３）

ｅ０ ＝ｅ０（ｔ，ｒ，ω，ｐ）＝ωｎ０Ｄ（ω）／４π （４）

式中：Ｄ（ω）为声子的态密度，表示单位频带中声子
态的数量；ｅ即为某声子支ｐ在某一频率的单位空间
立体角内的能量密度；ｅ０ 为声子能量的平衡分布函
数。将式（３）和式（４）代入式（１），得到

ｅ
ｔ＋

ｖｇ·

Δ

ｅ＝ｅ０－ｅτ
（５）

局部总能量（能量密度）可通过ｅ在总频率范围和４π
立体角内积分，并对所有声子支求和得到

Ｕ（ｔ，ｒ）＝∑
ｐ∫

ωｍａｘ，ｐ

ωｍｉｎ，ｐ∫４πｅ（ｔ，ｒ，^ｓ，ω，ｐ）ｄΩｄω
（６）

在局部热平衡下，局部温度可以由局部能量、波色－
爱因斯坦平衡分布和声子态密度确定［２６］

Ｕ（ｔ，ｒ）＝∑
ｐ∫

ωｍａｘ，ｐ

ωｍｉｎ，ｐ

ωＤ（ω）
ｅｘｐ（ω／ｋＢＴ）－１

ｄω （７）

如果声子的分布函数偏离了平衡态，通过式（７）得到
的温度为相同局部能量下所对应平衡态的温度，将
其称作伪温度［９，２７］。虽然伪温度没有一个明确的物
理意义，但是它可以描述局部能量的高低，并且将其
作为温度计算平衡分布函数可以保证散射过程的能

量守恒。热流可以通过下式计算［２６］

ｑ（ｔ，ｒ）＝

∑
ｐ∫

ωｍａｘ，ｐ

ωｍｉｎ，ｐ∫４πｅ（ｔ，ｒ，^ｓ，ω，ｐ）ｖｇ（^ｓ，ω，ｐ）ｄΩｄω
（８）

１．２　声子ＢＴＥ的边界条件
为求解式（５）所示能量形式的声子ＢＴＥ，需要

给定求解的边界条件。常见的边界条件有热化边界
条件 （定温边界）、绝热边界条件、周期性边界
条件［２８］。

（１）热化边界条件。该类型边界条件适用于给
定计算域边界温度的情况，类似于辐射传热中的黑
体边界，边界上声子的分布由特定温度下的平衡分
布函数ｅｅｑ给出
ｅ（ｒｂ，^ｓ，ω，ｐ）＝ｅｅｑ（Ｔｂ，ω，ｐ），^ｓ·ｎｂ＜０

（９）
式中：Ｔｂ为边界的温度；ｒｂ为边界位置矢量；ｎｂ为边
界面指向计算域外的法向量。

（２）绝热边界条件。绝热边界通过声子在边界
处的完全反射实现，反射方式主要分为镜面反射和
漫反射。对于镜面反射，反射声子能量与相对应入
射声子能量保持相等

ｅ（ｒｂ，^ｓ，ω，ｐ）＝ｅ（ｒｂ，^ｓ′，ω，ｐ），　^ｓ·ｎｂ＜０
（１０）

式中：^ｓ′为与^ｓ相对应的入射方向。对于漫反射，反
射声子能量在半球空间中均匀分布，且保证边界上
的能量守恒

ｅ（ｒｂ，^ｓ，ω，ｐ）＝

∫^ｓ′·ｎｂ＞０ｅ（ｒｂ，^ｓ′，ω，ｐ）｜^ｓ′·ｎｂ｜ｄΩ
∫^ｓ·ｎｂ＜０｜^ｓ·ｎｂ｜ｄΩ

，　^ｓ·ｎｂ＜０

（１１）

　　（３）周期性边界条件。周期性边界条件保证了
声子模态热流的周期性

ｅ（ｒｂ１，^ｓ，ω，ｐ）－ｅ
ｅｑ（Ｔｂ１，ω，ｐ）＝

ｅ（ｒｂ２，^ｓ，ω，ｐ）－ｅ
ｅｑ（Ｔｂ２，ω，ｐ） （１２）

式中：下标ｂ１ 和ｂ２ 分别表示相关联的两个周期性
边界。

３８
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１．３　灰体模型
虽然声子ＢＴＥ模型相比于原子级的计算方法

大幅降低了所需计算量，但是晶格振动中众多声子
模态及其相互作用，仍然使声子ＢＴＥ的求解需要巨
大的计算量。灰体模型是一种常见的简化方法，即
认为声子只有一种模态，其群速度、弛豫时间等参数
取为整体模态的平均值。灰体模型可用来定性研究
热传导问题的尺度效应，且在扩散机制下可以与宏
观的热扩散模型很好地吻合。
为节省验证计算的时间，本文后续对晶体管二

维简化模型的计算采用二维灰体模型。在二维灰体
模型中，认为声子以单一群速度在２π方向范围内发
射、迁移、散射。此时，声子的频带能量ｅ（ｔ，ｒ，^ｓ）
仅是关于时间、位置和方向的函数。
需要注意的是，二维灰体模型与三维灰体模型

的二维约化并不是完全等价的。文献 ［１４］和文献
［２５］分别提出了不同的方法将三维的平均声子群速
度约化到二维，本文在此不对其进行讨论。为保证
在扩散机制下得到与热扩散模型一致的结果，本文
采用文献 ［２９－３０］中导热系数张量的计算式，给定
二维灰体模型中声子平均群速度、弛豫时间与导热
系数的关系为

１
２πρ
ｃＶ∫

２π

０
ｖｇｖｇτｄθ＝λ （１３）

其中

∫
２π

０
ｖｇｖｇｄθ＝

ｖ２ｇ∫
２π

０

ｃｏｓθｃｏｓθ ｃｏｓθｓｉｎθ
ｓｉｎθｃｏｓθ ｓｉｎθｓｉｎ［ ］θｄθ＝ｖ２ｇ

π ０
０［ ］π

（１４）
将式（１４）代入式（１３），得到

１
２ρｃＶｖ

２
ｇτ
１　０［ ］０　１

＝λ （１５）

式中：ρ、ｃＶ 分别为材料的密度、比定容热容；λ为材
料导热系数张量。灰体模型与非灰模型以及不同维
度模型之间的差异主要体现在对声子在速度空间

（波矢空间）分布上的简化，而单个模态声子在物理
空间上的离散求解是基本一致的。本文研究的偏置
误差问题主要是在物理空间离散过程中产生的，在
不同模型中都存在。因此，本文后续基于一维和二
维灰体模型所得到的结论也同样适用于三维模型和

非灰模型。

１．４　数值求解方法
在灰体模型下，声子的局部能量ｅ（ｔ，ｒ，^ｓ）除了是

关于时间和位置的函数外，还是关于声子迁移方向的

函数。因此，在数值求解过程中除了需要对ｅ（ｔ，ｒ，^ｓ）
进行物理空间上的离散外，还需要对其进行速度方
向上的离散，离散格式见图１。方向上的离散可以
采用离散坐标法，即用有限个特定的速度方向来近
似描述２π角度内连续的速度方向分布，且要保证第
零阶、一阶、二阶矩与连续情况下相等。类比于三维
的离散坐标法［１８］，二维离散方向及其权重应满足

∫２πｄθ＝２π＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉ （１６）

∫２πｓ^ｄθ＝０＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉ^ｓｉ （１７）

∫２πｓ^ｓ^ｄθ＝π
１　０［ ］０　１

＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉ^ｓｉｓ^ｉ （１８）

式中：ｗｉ为所对应离散方向^ｓｉ的权重；Ｎ 为离散方
向的总数。采用图１所示的离散方式，选取８个离
散方向，相应的权重为

ｗ１ ＝ｗ２ ＝ … ＝ｗ８ ＝２π８
（１９）

　　对声子的速度方向进行离散后，可以将声子能
量按照离散的速度方向分为ｅｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ），
每个方向上的声子能量都满足

ｅｉ
ｔ＋

ｖｇ^ｓｉ·

Δ

ｅｉ＝ｅ０－ｅｉτ
（２０）

局部总能量为

Ｕ（ｔ，ｒ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉｅｉ（ｔ，ｒ） （２１）

热流可由下式表示

ｑ（ｔ，ｒ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｗｉｅｉ（ｔ，ｒ）ｖｇ^ｓｉ （２２）

图１　一种速度方向离散格式

Ｆｉｇ．１Ａｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ　ｓｃｈｅｍｅ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ

　　式（２０）中在方向上离散后的声子能量ｅｉ 仅是
关于时间和位置的函数，可以通过经典的ＦＶＭ 方
法进行数值求解［３１］。以一维问题为例，将式（２０）在

Δｔ时间间隔和图２所示的控制体上积分，可以得到
ｅ（ｔ＋Δｔ）ｉ －ｅ（ｔ）ｉ

Δｔ Δｘ＋ （^ｓｉ·ｎｘ）ｖｇ［（ｅｉ）ｅ－（ｅｉ）ｗ］（ｔ＋Δｔ）＝

ｅ０－ｅｉ（ ）τ

（ｔ＋Δｔ）

Δｘ （２３）

４８
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式中：ｎｘ 为ｘ方向上的单位方向向量；下标ｅ、ｗ 分
别表示东、西界面。对于东、西界面上能量的计算，
为保证结果的稳定性，通常需要采用一些稳定的格
式，如一阶迎风格式。与求解宏观对流方程不同的
是，式（２３）对每个方向上的声子能量都要进行求解，
并通过散射项进行耦合，这也是数值求解声子ＢＴＥ
需要更大计算量的原因。

图２　一维控制体示意图

Ｆｉｇ．２Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｃｏｎｔｒｏｌ　ｖｏｌｕｍｅ

２　偏置误差的定义与评估

２．１　一阶迎风格式的偏差
如图３所示，考虑一个一维、长度为Ｌ介质中

的稳态热传导问题，给定左、右两侧边界上的总能。
在速度方向的离散上，将总能分为向左、向右迁移
的两部分ｅ１ 和ｅ２，它们的权重相等。将ｅ１ 和ｅ２ 分别
采用式（２３）进行数值离散求解，约去式中的非稳态
项，散射项中的平衡分布为

ｅ０ ＝ｅ１＋ｅ２２
（２４）

　　在边界的处理上，计算域边界采用热化边界。

即认为边界处于平衡态，左侧和右侧边界上发射的
声子能量分别为

ｅ１，ｌ＝ｅ０，ｌ＝Ｕｌ／２
ｅ２，ｒ＝ｅ０，ｒ＝Ｕｒ／２

（２５）

式中：Ｕｌ＝１、Ｕｒ＝０分别为左、右侧边界上的总
能。对于边界上的来流声子能量，处理为无反射的
完全黑体吸收。计算所采用的一维网格数量为６０。

图３　一维热传导问题示意图

Ｆｉｇ．３Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｈｅａｔ　ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ

ｐｒｏｂｌｅｍ

由于声子ＢＴＥ中对流项与宏观输运方程中的

对流项一样，具有强烈的方向性，需要选择合适的离

散格式以保证结果的稳定性和有界性（计算结果不

会出现非物理的越界）［３２］。在声子ＢＴＥ的求解上，

文献中常用的格式有一阶迎风格式［１１，２２，２４，２６］、二阶

迎风格式［２３］以及一些高阶有界格式如 ＳＭＡＲＴ
（ｓｈａｒｐ　ａｎｄ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｆｏｒ　ｒｅａｌｉｓｔｉｃ　ｔｒａｎｓｐｏｒｔ）

格式［１３，３３］。不同离散格式的区别主要表现在式（２３）

中控制体界面热流的计算，如对于东界面，热流的计

算式为

ｑｅ ＝∑
Ｎ

ｉ＝１

［（^ｓｉ·ｎｘ）ｖｇ］（ｅｉ）ｅ （２６）

不同格式获得 （ｅｉ）ｅ的方法不同，在热流的计算上也

会产生差异。

分别采用一阶迎风格式、二阶迎风以及高阶有

界格式ＳＭＡＲＴ来离散声子ＢＴＥ中的对流项，并

对比上述的热传导问题的结果。以介质长度Ｌ作

为特征长度，定义克努森数

Ｋｎ＝ΛＬ
（２７）

式中：Λ＝ｖｇτ为声子迁移的平均自由程。

图４为不同Ｋｎ下局部总能在无量纲位置坐标

Ｘ＝ｘ／Ｌ上的分布和无量纲热流。无量纲热流的定

义为

ｑ＊ ＝ ２ｑ
（Ｕｌ－Ｕｒ）ｖｇ

（２８）

从计算结果可以看出，一阶迎风、二阶迎风和

ＳＭＡＲＴ格式局部总能差别很小；但是在热流的计

算结果上，当Ｋｎ取较小值时（趋近于扩散导热），一

阶迎风格式计算的热流相比于另外两种格式明显偏

高。上述现象与文献 ［２１］中的计算结果一致。

（ａ）不同Ｋｎ下的总能分布

５８
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（ｂ）不同Ｋｎ下的无量纲热流

图４　３种格式总能及无量纲热流的计算结果

Ｆｉｇ．４ Ｅｎｅｒｇｙ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｈｅａｔ　ｆｌｕｘ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｕｓｉｎｇ

ｔｈｒｅｅ　ｓｃｈｅｍｅｓ

一维热传导问题中给定了边界上温度，虽然３
种格式计算温度的差异很小，但采用一阶迎风格式
计算热流会导致一个偏差。再考虑一个二维晶体管
模型中的稳态传热问题，给定发热源的大小，考察不
同格式所计算温度场的差异。如图５所示，在晶体
管栅极下方附近设置一个方形的发热源，发热源宽
度Ｌｓ ＝０．１Ｌ。模型底部设置为定温Ｔｃ（热化）边
界，上表面和两侧设置为绝热边界，采用漫散射模型
进行计算，计算所采用的网格数量为６０×４０。定义
无量纲坐标和温度

Ｘ＝ｘＬ
；　Ｙ ＝ｙＬ

（２９）

Ｔ＊ ＝
（Ｔ－Ｔｃ）ｃＶρｖｇ

８ＳＬ
（３０）

图５　二维晶体管模型

Ｆｉｇ．５Ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ａ　ｔｒａｎｓｉｓｔｏｒ

式中：Ｓ为热源功率，计算中材料的比热密度参数简
单设为ｃＶρ＝１Ｊ／（ｍ

３·Ｋ）。根据一维算例的结果可
以发现，一阶迎风格式在Ｋｎ较小，即趋近于扩散导
热机制时，会产生计算偏差。因此，在该二维算例中，
主要对比近扩散机制下的结果。以热源宽度Ｌｓ作为
特征长度来定义克努森数Ｋｎ＝Λ／Ｌｓ，在本文中Ｋｎ

设置为０．０２５，认为传热过程近似为扩散机制主导，
此时声子的平均自由程Λ＝０．００２　５Ｌ，声子迁移的
群速度设置为０．４　Ｌ／ｓ。
图６展示了一阶迎风、二阶迎风、ＳＭＡＲＴ格式

的计算结果与热扩散方程结果的对比。可以看出，
在给定热源的情况下，一阶迎风格式的结果与另外
两种格式和热扩散方程的结果差了约６倍。这是值
得注意的，如果计算中采用一阶迎风格式，那么有可
能获得不真实的解。除此之外，在该二维算例中，二
阶迎风与ＳＭＡＲＴ格式的结果也不再保持一致。

ＳＭＡＲＴ格式的结果更接近于热扩散方程的解，而
二阶迎风格式计算的温度则偏低。

（ａ）Ｙ＝０．５处的温度分布

（ｂ）Ｘ＝０．７５５处的温度分布

图６　二维温度场的计算结果

Ｆｉｇ．６Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ｆｉｅｌｄ

从两个算例可以发现，采用一阶迎风格式离散
声子ＢＴＥ中的对流项，得到的计算结果可能会出现
较大的偏差，尤其在问题趋近于扩散导热机制的情
况下。当给定计算域的边界温度时，一阶迎风格式

６８
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所计算的热流会产生偏差；当给定发热源或热流时，
一阶迎风格式所计算的温度就会出现偏差。此外，
当声子能量不是线性分布时，高阶精度的格式也会
产生计算偏差。

２．２　偏置误差的提出及其影响因素
由图４、图６计算结果可以看出，一阶迎风格式

的结果产生了很大偏差，作者认为不可将其简单归
为假散射，原因有：①一阶迎风格式的计算结果出现
了数倍的偏差，这样大的偏差很难仅由假散射造成；

②在一维算例中，一阶迎风格式计算的总能分布并
未有显著偏差，但热流的计算结果却显著偏离了另
外两种格式，这与假散射所表现出的特性不符；③假
散射表现为所求解物理场被 “抹平”，但是有些格式
会反过来导致计算结果偏高，该现象将在下一节中
给出验证。因此，导致一阶迎风格式产生偏差的，可
能还存在另外一种误差来源。
在一维算例中，３种格式的计算结果在总能的

分布上偏差很小，但是在热流计算上，一阶迎风格式
造成了一倍左右的偏差（Ｋｎ＝０．０１）。在该一维问
题中，速度方向上的离散仅选取了向左和向右两个
方向，根据式（２６），在图２中东界面ｅ上的热流为

ｑｅ ＝ｖｇ［（ｅ１）ｅ－（ｅ２）ｅ］ （３１）
当采用一阶迎风格式获得东界面上的声子能量时，
式（３１）表示为

ｑｅ ＝ｖｇ［（ｅ１）Ｐ －（ｅ２）Ｅ］ （３２）
可以发现，由于ｅ１、ｅ２方向的不同，在东界面上分别取
得不同的上游节点值（ｅ１）Ｐ 和（ｅ２）Ｅ。对流项的迎风离
散，导致不同方向上的声子能量在同一界面上取得了
不同节点上的值，这可能会导致热流计算的偏差。
假设声子能量为线性分布，当问题趋近于扩散

机制时，认为所有方向上声子能量的分布一致。图

７给出了ｅ１ 和ｅ２ 的分布，它们均呈线性，且斜率一
致。根据式（３２），一阶迎风格式计算的热流ｑ′会大
于实际的热流ｑ（图中标注ｑ与ｑ′需乘以声子迁移的
群速度大小才为热流量，为简化标注，在图中将其省
略），这也是造成一阶迎风格式计算热流偏大的原
因。从图７中可以看出，ｑ′相比于实际热流ｑ，正好高
出了一个从Ｐ点到Ｅ点声子能量的变化量与声子迁
移速度的乘积，即

Δｑ＝ｑ′－ｑ＝－ｄｅｄｘΔｘｖｇ
（３３）

式中：Δｘ为点Ｐ和点Ｅ之间的距离。由于ｅ１、ｅ２在ｘ
方向上梯度一致，因此在式（３３）中不再对梯度项做
区分。将由于格式迎风偏置所产生的热流计算偏差

Δｑ定义为偏置误差。根据式（２０），在稳态下有

ｖｇｄｅｄｘ＝
ｅ０－ｅ１
τ

（３４）

ｖｇｄｅｄｘ＝－
ｅ０－ｅ２
τ

（３５）

将式（３４）、式（３５）相加，再同时乘以声子的平均自由
程Λ可以得到

２ｄｅｄｘΛｖｇ＝
（ｅ２－ｅ１）ｖｇ＝－ｑ （３６）

将式（３６）代入式（３３），得到

Δｑ＝ １２
Δｘ
Λｑ

（３７）

定义网格克努森数ＫｎΔ＝ ΛΔｘ
表征网格尺寸与声子

平均自由程之间的相对大小关系。有了ＫｎΔ 的定
义，可以表示出一阶迎风实际计算的热流

ｑ′＝ １＋０．５ １
Ｋｎ（ ）Δ ｑ （３８）

式（３８）解释了一阶迎风格式的结果高估热流的原
因，同时也给出了偏差的大小。在同样的温度分布
下，一阶迎风格式计算的热流会偏高；相反，当算例
在给定热流或者热源时，采用一阶迎风格式计算的
温度梯度会偏低。正如图６所示，一阶迎风格式的
温升远小于其他格式和热扩散解，表现为“导热被
加强”。

图７　偏置误差的示意图

Ｆｉｇ．７Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｆｆｓｅｔ　ｅｒｒｏｒ

根据式（３８），决定一阶迎风格式偏置误差的是
网格尺寸和声子平均自由程之比，即１／ＫｎΔ。之所
以在本文一维算例和其他文献的计算结果中，一阶
迎风格式的结果在近扩散机制下（低 Ｋｎ）偏差更
大，是因为在网格尺寸一定的情况下，趋近于扩散机
制算例的声子平均自由程更小，１／ＫｎΔ更大，致使一
阶迎风格式的偏差更大。如果在近扩散机制的算
例中，加密网格，也可以降低１／ＫｎΔ，以减小误差。
如图８所示，当采用更细密计算网格时（１２０×８０，

２４０×１６０，４８０×３２０），１／ＫｎΔ减小，其计算偏差也逐

７８
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步降低，与式（３８）相符。当无限加密计算网格时，

１／ＫｎΔ 趋近于０，此时一阶迎风格式所计算的热流
也可以无限接近于真实热流。但是，计算网格的加
密会极大地加重数值计算的算力负担，在实践中难
以实现。

图８　网格疏密程度对偏置误差的影响

Ｆｉｇ．８Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｍｅｓｈ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｏｎ　ｏｆｆｓｅｔ　ｅｒｒｏｒ

在二维算例中，除一阶迎风格式的计算结果出
现显著偏差外，二阶迎风和ＳＭＡＲＴ格式的计算结
果也产生了偏差，这主要是由声子能量的非线性分布
造成的。取图６（ｂ）靠近热源段的近似声子能量分布
线型如图９所示。可以发现，当声子能量不为线性分
布时，二阶迎风格式对界面热流的计算也会产生偏
差。同理，其他迎风偏置格式也存在同样的问题，但
相比于偏置最大的一阶迎风格式，偏差会小得多。

图９　非线性分布的偏置误差

Ｆｉｇ．９Ｏｆｆｓｅｔ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

通过分析，本文提出了在采用ＦＶＭ 求解声子

ＢＴＥ时一种区别于假散射的新的误差来源———偏
置误差。偏置误差是指当采用迎风偏置格式来离散
对流项时，在同一界面处，不同方向上声子能量迎风
节点不同，所计算的界面热流与真实值产生的偏差。
本文定义了一个无量纲量ＫｎΔ 来描述偏置误差的
影响。虽然式（３８）所给出的定量影响规律是基于线

性声子能量分布推导得到的，但是ＫｎΔ 仍可以对偏
置误差的大小进行评估，图８中的结果可以证明这

一点。根据式（３８），当１／ＫｎΔ＝ΔｘΛ ＞０．２时，一阶迎

风格式计算的热流将会产生１０％ 以上的计算偏差，
会显著影响计算的准确度。因此，当采用一阶迎风格
式时，应首先考察１／ＫｎΔ的大小，控制在０．２以下，
否则应该选用更高阶的格式，以降低偏置误差对结
果的影响。
偏置误差本质上是具有相向速度方向的声子在

物理空间离散时，在各自迎风方向上的偏置所造成
的偏差。该现象在一维问题、二维问题以及三维问
题中均会发生，在不同空间维度上具有共性，本文一
维算例和二维算例分析结论的一致性也证明了这一

点。受到计算时间的限制，本文未再对三维算例进
行验证，但可以预见具有一致性的结论。

３　高阶格式的偏置特性

声子ＢＴＥ中的对流项与计算流体力学中对流
项相似，具有强的方向性。在选择数值离散格式时，
除了需要考虑格式的精度外，还应特别注意格式的
稳定性和有界性。在计算流体力学和数值传热学
中，已经发展了许多既具有高阶精度又能保证有界
性的高阶有界格式，这些格式也可以应用到声子

ＢＴＥ对流项的离散中。本文通过三点格式的规正
变量图方法［３４］来讨论这些高阶格式的偏置特性。

３．１　三点格式的规正变量方法
规正变量方法常用于三点格式的分析，三点格

式界面与节点的相对位置关系见图１０。在图中，界
面ｆ上的函数值由其控制体中心点Ｃ、上游点Ｕ 和
下游点Ｄ 得到。界面ｆ上的函数值可以表示为

φｆ ＝ｆ（φＵ，φＣ，φＤ） （３９）

规正变量的定义为

珘φ＝ φ
－φＵ

φＤ －φＵ
（４０）

由式（４０）不难看出珘φＵ ＝０、珘φＤ ＝１。因此，通过变量
规正化后，珘φＵ 和珘φＤ 变成了确定的值，式（３９）可以表
示为

珘φｆ ＝ｆ（珘φＣ） （４１）

不同格式对应着不同的ｆ（珘φＣ），将其表示在图中，即
得到了规正变量图（ＮＶＤ）。图１１给出了均分网格
下（如无特别指出，本文后续分析均在均分网格下进
行）常见格式在ＮＶＤ上的表示，经过点（０．５，０．７５）
的格式被认为具有二阶及以上精度。

８８
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图１０　三点格式界面与节点的相对位置关系

Ｆｉｇ．１０Ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｆａｃｅ　ａｎｄ　ｎｏｄｅｓ　ｉｎ

ｔｈｅ　ｔｈｒｅｅ－ｎｏｄｅ　ｓｃｈｅｍｅ

图１１　均分网格下常见格式在规正变量图上的表示

Ｆｉｇ．１１Ｃｏｍｍｏｎ　ｓｃｈｅｍｅｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｏｎ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｇｒｉｄｓ　ｉｎ　ｔｈｅ

ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｄｉａｇｒａｍ

文献［３４］基于规正变量图提出了对流有界性准
则（ＣＢＣ），其同样适用于声子ＢＴＥ中对流项的离散
格式。提出的ＣＢＣ要求格式的特征线连续或分段
连续递增，且落在图１２的阴影区域中，才能够保证
有界性。在计算流体力学和数值传热学领域，学者
们发展了很多高阶有界格式，如ＳＭＡＲＴ、ＭＵＳＣＬ
（ｍｏｎｏｔｏｎｉｃ　ｕｐｓｔｒｅａｍ－ｃｅｎｔｅｒｅｄ　ｓｃｈｅｍｅ　ｆｏｒ　ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ
ｌａｗｓ）、ＭＩＮＭＯＤ （ｍｉｎｉｍｕｍ　ｍｏｄｕｌｕｓ）、ＨＯＡＢ
（ｈｉｇｈ－ｏｒｄｅｒ－ａｃｃｕｒａｔｅ　ａｎｄ　ｂｏｕｎｄｅｄ）、ＯＳＨＥＲ（取自提
出者姓）、ＳＴＯＩＣ（ｓｅｃｏｎｄ－ａｎｄ　ｔｈｉｒｄ－ｏｒｄｅｒ　ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ
ｆｏｒ　ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ）等，这些格式的表达式可在文献
［３２］中查得。接下来，将对这些高阶有界格式的偏
置特性进行分析。

图１２　对流有界性准则

Ｆｉｇ．１２Ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ　ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ　ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ

３．２　高阶有界格式的偏置特性分析
第２节的分析指出，偏置误差产生的原因是同

一界面上不同方向声子能量所对应的迎风节点不

同，进而导致采用迎风偏置格式计算界面热流时产
生的偏差。当声子能量分布为线性时，由于线性梯
度补偿，二阶及以上精度的格式并不表现出偏置误
差。但是，当声子能量分布为非线性时，高阶迎风偏
置格式也会产生计算偏差。正如图９中，ｅ１ 的二阶
迎风偏置使热流计算偏向于更大，ｅ２ 的二阶迎风偏
置使热流计算趋近于更小，但是两者的影响程度不
同，作用不能完全抵消，仍会有一定程度上的热流计
算偏差。不难发现，只有消除迎风偏置性才能从根
本上避免偏置误差，如采用对称的中心差分格式。
然而，由于对流项的强方向性，中心差分格式会导致
严重的数值不稳定问题，因此完全消除格式的偏置
性是不现实的，需要对偏置误差的影响规律进行探
究，最大程度上降低偏置误差的影响。
对于两个方向相向的声子模态，某一界面上的

热流可由式（３１）计算，当界面ｆ上的（ｅ１）ｆ 越大、
（ｅ２）ｆ 越小时，热流的计算会被高估，反之热流被低
估。界面值偏差对热流计算的影响见图１３。图中，以
中心差分格式的界面插值为基准，若某一格式的
（ｅ１）ｆ 插值大于中心差分格式，（ｅ２）ｆ 插值小于中心差
分格式，则热流被高估，反之热流则被低估。由于散
射，能量高的ｅ１ 沿迁移方向能量降低，而能量低的ｅ２
沿迁移方向能量递增。因此，在ＮＶＤ中，（ｅ１）ｆ 越高，
规正后的界面能量（珓ｅ１）ｆ越偏向于上游（珓ｅ１）Ｕ ＝０方向
（特征线更靠下）；对于ｅ２则相反，（ｅ２）ｆ越低，（珓ｅ２）ｆ越
偏向于上游（珓ｅ２）Ｕ 方向。在ＮＶＤ中，如果一个格式的
特征线在中心差分格式特征线之下，那么对于ｅ１，
（ｅ１）ｆ 要大于中心差分格式在界面上的插值；而对于
ｅ２，（ｅ２）ｆ 小于中心差分格式在界面上的插值，此时
界面上的热流将会被高估。
本文将中心差分格式的特征线称为零偏置线。在

图１１中，一阶迎风格式的特征线在区间 ［０，１］内都
在零偏置线之下，因此其计算结果中热流被高估。这
里选取 ［０，１］区间是由于对于一般的平滑线型，大
部分的珘φＣ 取值都在区间 ［０，１］中，尤其位于珘φＣ ＝
０．５附近的区段。一阶迎风格式的偏置情况验证了
上述分析，可以得到结论：只要一个格式在ＮＶＤ中
的特征线在零偏置线（中心差分格式的特征线）之
下，一般情况下（声子能量线性分布等特殊情况除
外）都会产生偏置误差，且误差会导致热流被高估；
反之，若格式特征线在零偏置线之上，则偏置误差会
使热流低估。如果格式特征线既存在零偏置线之上
也存在零偏置线之下的部分，偏置误差对热流的影
响不再能定性分析，需要根据具体的线型判断两部
分的影响程度的相对大小。

９８
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图１３　界面值偏差对热流计算的影响

Ｆｉｇ．１３Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｆａｃｅ　ｖａｌｕｅ　ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ｏｎ

ｈｅａｔ　ｆｌｕｘ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

　　根据上述结论，对３个典型现有的高阶有界格
式 ＭＩＮＭＯＤ、ＨＯＡＢ和ＳＭＡＲＴ进行分析，它们在

ＮＶＤ上的特征线如图１４所示。从其特征线和零偏
置线的位置关系可以看出：ＭＩＮＭＯＤ格式在区间
［０，１］上的特征线总体在零偏置线之下，因此

ＭＩＭＯＤ的计算结果会高估热流；ＨＯＡＢ格式在
珘φＣ ＝０．５附近区段上的特征线总体在零偏置线之
上，其计算结果会低估热流；ＳＭＡＲＴ格式的特征线
在珘φＣ ＝０．５附近区段上，既存在零偏置线之上部
分，也存在零偏置线之下的部分，因此难以直接定性
分析其计算热流的偏置情况，需要根据具体问题的
线型确定。

（ａ）ＭＩＮＭＯＤ格式
　　

（ｂ）ＨＯＡＢ格式
　　

（ｃ）ＳＭＡＲＴ格式

图１４　ＭＩＮＭＯＤ、ＨＯＡＢ与ＳＭＡＲＴ格式的特征线

Ｆｉｇ．１４Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｌｉｎｅｓ　ｏｆ　ＭＩＮＭＯＤ，ＨＯＡＢ　ａｎｄ　ＳＭＡＲＴ

３．３　算例验证
采用２．１小节中的二维稳态算例来验证高阶有

界格式ＳＭＡＲＴ、ＭＵＳＣＬ、ＭＩＮＭＯＤ、ＨＯＡＢ、ＯＳＨＥＲ、

ＳＴＯＩＣ的偏置特性。宇波等［３５］指出，在选择离散格式

时要兼顾格式计算精度、收敛速率和健壮性的综合性
能，并提出了一种综合性能最优的ＡＢＣ格式，本文也
对其偏置特性进行对比。其中，ＭＵＳＣＬ、ＯＳＨＥＲ、

ＳＴＯＩＣ和ＡＢＣ格式在ＮＶＤ上的特征线由图１５给出。

（ａ）ＯＳＨＥＲ格式
　

（ｂ）ＳＴＯＩＣ格式
　

（ｃ）ＡＢＣ格式
　

（ｄ）ＭＵＳＣＬ格式

图１５　ＯＳＨＥＲ、ＳＴＯＩＣ、ＡＢＣ与 ＭＵＳＣＬ格式的特征线

Ｆｉｇ．１５Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ　ｌｉｎｅｓ　ｏｆ　ＯＳＨＥＲ，ＳＴＯＩＣ，ＡＢＣ　ａｎｄ　ＭＵＳＣＬ

　　图１６给出了上述几种高阶有界格式的计算结
果。从图中可以看出，ＡＢＣ、ＨＯＡＢ和ＳＴＯＩＣ格式
计算的温度要高于热扩散方程的解。这３个格式的
特征线在珘φＣ ＝０．５附近区段，均位于零偏置线的上

方。根据前述分析，此时在计算中会低估热流。对
于该算例热源给定的情况，所计算的温升会偏高，这
与得到的结果相吻合。随着格式特征线偏离零偏置
线程度的增大，结果的偏差也越大，图１７所列出的

０９
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珘φＣ ＝０．５附近特征线斜率表明了这一点。在ＮＶＤ
中，珘φＣ ＝０．５附近区段特征线在零偏置线下方的格
式 ＭＩＮＭＯＤ，其计算中会高估热流，得到偏低的温
升。从图１６的结果中可以发现，ＭＩＮＭＯＤ格式计
算的热源温度确实远低于其他格式，验证了上述分
析。在ＮＶＤ中珘φＣ＝０．５附近区段，ＳＭＡＲＴ、ＭＵＳＣＬ
和ＯＳＨＥＲ格式的特征线既存在零偏置线之上部分，
也存在零偏置线之下部分，它们的偏置情况要根据
具体 线 型 确 定。从 图 １６ 可 以 看 出，ＳＭＡＲＴ、

ＭＵＳＣＬ和ＯＳＨＥＲ格式计算的热源温度都低于热
扩散方程的结果，可见，对于该二维问题，格式特征
线低于零偏置线的部分影响更大。从图１７中格式
特征线的斜率对比可以看出，格式特征线偏离零偏
置线的程度越大，计算结果的偏差也就越大。

图１６　高阶有界格式的结果

Ｆｉｇ．１６Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｈｉｇｈ－ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｓｃｈｅｍｅｓ

图１７　不同格式计算的热源温度排序

Ｆｉｇ．１７ Ｏｒｄｅｒ　ｏｆ　ｈｅａｔ　ｓｏｕｒｃｅ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ　ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ　ｂｙ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｓｃｈｅｍｅｓ

本文通过实际算例的计算结果验证了前述对高

阶有界格式偏置特性的讨论。在数值计算中，本文
所指出的偏置误差可能会与假散射误差和射线效应

同时存在并相互影响。采用一阶迎风格式时，若

１／ＫｎΔ 较大，偏置误差会导致结果出现成倍数的计
算偏差，可以明显区别于另外两种误差来源。但是，
当采用高阶的对流项离散格式时，计算结果中难以
定量对这３种误差来源进行区分。虽然如此，但根
据上述分析可以发现，偏置误差具有较明显的方向
性，即可以通过格式特征线的分布来定性判断所造
成偏差的方向（偏大或偏小）。假散射误差影响是引
入了数值扩散项，导致计算结果的线型趋于平缓。
基于偏置误差的方向确定性和假散射误差的无方向

性特点，可以根据结果的偏差方向和线型分布，定性
对这两种误差进行区分和分析。不同误差来源之间
定量的相互耦合影响规律，还需要后续研究进一步
深入探索，但可预见的是，这种相互影响产生的误差
在数量上应比单种误差本身更小。

４　结　论
（１）本文发现了ＦＶＭ在求解声子ＢＴＥ中一种

新的误差来源———偏置误差。偏置误差区别于假散
射，是在采用迎风偏置格式离散对流项时，同一界面
上不同方向声子能量所取上游节点不同所产生的热

流计算偏差。
（２）网格克努森数ＫｎΔ 和声子能量的分布线型

都会影响偏置误差。１／ＫｎΔ越大，声子能量分布线型
曲率变化越大，偏置误差越大。在采用一阶迎风格式
求解声子ＢＴＥ时，应首先考察１／ＫｎΔ 的大小，控制
其在０．２以下，才能保证偏置误差在１０％以内，否
则应选择更高阶的格式，以保证结果的准确性。

（３）本文揭示了高阶有界格式特征线分布与其
偏置特性的影响关系。对于特征线在零偏置线之下
的格式，计算中会高估热流，若给定热流／热源，则计
算结果中的温度梯度会偏小；特征线在零偏置线之
上的格式则相反。对于１／ＫｎΔ 较大的计算，应尽量
选择特征线靠近零偏置线的格式，以减小偏置误差，
得到可靠的结果。
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